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“On vous a dit aussi que la vie est obscurite´,
Et dans votre lassitude vous re´pe´tez ce que disent les las.
Et je vous dis que la vie est en effet obscure sauf la` ou` il y a e´lan,
Et tout e´lan est aveugle sauf la` ou` il y a la connaissance.
Et toute connaissance est vaine sauf la` ou` il y a le travail,
Et tout travail est futile sauf la` ou` il y a l’amour ;
Et quand vous travaillez avec amour vous attachez votre eˆtre a` votre eˆtre,
Et vous aux autres, et vous a` Dieu.”
Gibran Khalil Gibran, Le prophe`te.
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Le terme gridshell de´signe une coque discre`te qui est obtenue par de´formation e´lastique d’une
grille bidirectionnelle continue plane sans rigidite´ en cisaillement puis rigidifie´e par une troisie`me
direction de barres. Ainsi de´fini, un gridshell a un potentiel structurel inte´ressant et peut re´pondre
a` des exigences architecturales complexes. La recherche de forme de ces structures a e´te´ mene´e
a` travers l’histoire principalement par deux me´thodes, une me´thode ge´ome´trique, la me´thode du
filet inverse´ et une me´thode nume´rique, la relaxation dynamique. Ces deux me´thodes permettent
d’obtenir une forme approche´e de celle propose´e par l’architecte, de´rivant d’une grille a` plat et
de conditions aux limites partiellement ou comple`tement impose´es. Dans le cadre de cette the`se,
nous nous sommes inte´resse´s a` ge´ne´rer un gridshell sur une surface a` forme et contours impose´s.
Un outil nume´rique se basant sur la me´thode du compas a e´te´ de´veloppe´. Il permet de mailler
un re´seau de Tchebychev sur une surface connaissant son e´quation carte´sienne. Un autre outil
permettant le maillage se basant sur un calcul en e´le´ments finis explicite a e´te´ mis en œuvre. La
particularite´ de cette technique est de pouvoir tenir en compte des proprie´te´s me´caniques de la
structure et de simuler le comportement du gridshell. Des applications des deux me´thodes sur
des formes architecturalement inte´ressantes ont permis de voir les limitations de la possibilite´ de
mailler une forme avec un re´seau de Tchebychev. La me´thode du compas a ensuite e´te´ couple´e
a` des algorithmes me´taheuristiques types ge´ne´tiques. L’algorithme re´sultant permet d’optimiser
un gridshell en minimisant la courbure dans les barres et donc les contraintes dans la structure
introduites lors de la mise en forme. Il a e´te´ mis en œuvre et teste´ pour plusieurs surfaces.




Gridshells are often defined as structures that have the shape and rigidity of a double curvature
shell but they consist of a grid and not a continuous surface. They are obtained by elastic defor-
mation of a two-way grid initially flat. The deformed grid is then rigidified using a third direction
of bars. Thus, a gridshell has an interesting structural potential and can respond to complex ar-
chitectural requirements. Two methods have been used throughout history for the formfinding of
gridshells, one experimental, the inversion method and one numerical using usually the dynamic
relaxation method. Both techniques lead to a deformed grid which is a result of calculations. The
form obtained is closed to the one proposed by the architect. A numerical tool based on the compass
method is developed in this thesis. It allows mapping a Tchebychev net on an imposed form and
imposed boundary conditions. Another tool based on an explicit dynamic finite element calculation
is proposed. The particularity of this technique is to be able to take into account the mechanical
properties of the structure and to simulate the gridshell behavior. Applications of both methods
on differents forms show the limitations of mapping a Tchebychev net on an imposed form. The
compass method has been coupled with genetic algorithms. The algorithm optimizes the gridshell
by minimizing the curvature in bars in order not to break the bars during the construction. It has
been implemented and tested on several surfaces.
Keywords : Gridshell, Formfinding, Compass method, finite elements, Genetic algorithms.
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Introduction ge´ne´rale
A` la fin de l’anne´e 2007, Eiffage a lance´ un projet de concept building baptise´ “Phosphore”.
Ce projet a consiste´ en l’e´tude d’une gare urbaine multimodale (figure 1). Le laboratoire Navier
a propose´ une solution gridshell de 450 m par 150 m pour la couverture de la gare [64]. Le terme
gridshell de´signe ici une coque discre`te qui est obtenue par de´formation e´lastique d’une grille
bidirectionnelle continue plane sans rigidite´ en cisaillement puis rigidifie´e par une troisie`me direction
de barres.
La recherche de forme du gridshell propose´ a e´te´ mene´e a` l’aide d’un algorithme base´ sur la
me´thode de relaxation dynamique de´veloppe´ par le laboratoire Navier au cours durant la the`se de
Douthe [34]. Les simulations effectue´es a` l’aide de cet algorithme permettent de de´terminer la forme
d’un gridshell a` partir de la ge´ome´trie de la grille a` plat et des conditions limites. Pour s’approcher
de la forme voulue (ici la gare multimodale), il a e´te´ proce´de´ a` plusieurs essais taˆtonnements et
ite´rations. Une forme “approximative” a e´te´ propose´e et accepte´e car suffisamment proche de la
solution dessine´e par l’architecte.
Figure 1. Projet Phosphore (Eiffage) : E´tude d’une gare urbaine multimodale
Cet exercice ale´atoire et fastidieux a mis en e´vidence les limites de la me´thodologie de´veloppe´e.
Il doit eˆtre possible de proposer un gridshell a` partir d’une forme pre´cise plutoˆt qu’une forme
approche´e de´rivant d’une grille donne´e. L’objectif principal de cette the`se est de mettre au point
une me´thode de maillage de gridshell sur une forme impose´e et d’explorer les limites topologiques
d’une telle technologie.
Cependant un gridshell au sens ou` il est de´fini ici posse`de e´galement une composante me´canique
forte puisqu’il est le re´sultat de la de´formation de barres constitue´ d’un mate´riau qui doit rester
e´lastique durant la transformation. Ainsi ne se pre´occuper que du maillage d’une forme par une
grille est insuffisant. Il faut e´galement ve´rifier que la solution propose´e re´pond a` plusieurs impe´ratifs
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en terme de re´sistance ou encore de rigidite´. Les courbures impose´es aux barres sont elles admis-
sibles ? La coque discre`te ainsi fabrique´e est-elle susceptible de prendre les efforts exte´rieurs im-
pose´s ? Aussi dans ce travail nous avons voulu e´galement proposer une me´thodologie d’optimisation
pour juger de la pertinence et de la qualite´ d’un maillage en fonction notamment des directions de
barres choisies.
Ce me´moire se divise en cinq chapitres.
Le premier chapitre de cette the`se fait une synthe`se bibliographique sur les gridshells. Apre`s
quelques rappels sur l’historique des gridshells, une e´tude est faite sur les mate´riaux utilise´s.
Les me´thodes couramment utilise´es pour la recherche de forme de gridshell feront l’objet du
deuxie`me chapitre. La premie`re me´thode est purement expe´rimentale, la me´thode du filet inverse´.
Elle a e´te´ introduite par Frei Otto et l’institut allemand pour les structures le´ge`res fu¨r leichte
Fla¨chentragwerke et a servi a` la conception du Mannheim Bundesdartenschau Multihalle gridshell
en 1975. Une deuxie`me me´thode nume´rique est de´taille´e : la me´thode de relaxation dynamique
utilise´e pour la construction du gridshell de Downland en 2002, des prototypes de gridshells en
mate´riaux composites a` l’E´cole des Ponts ParisTech en 2006. Nous de´montrons par le moyen
des exemples l’analogie qui existe entre la me´thode de relaxation dynamique et la proce´dure de
dynamique explicite en e´le´ments finis sous Abaqus.
Jusqu’a` ce stade, les me´thodes de´crites permettent de pre´voir la forme d’un gridshell a` partir de
la ge´ome´trie de la grille a` plat et des conditions limites. En faisant l’analogie entre les mailles d’un
tissus, les mailles d’un gridshell et le re´seau de Tchebychev, on introduit dans le troisie`me chapitre
les diffe´rentes me´thodes de maillage d’un re´seau de Tchebychev sur une forme qui, en d’autres
termes, revient a` tracer un re´seau de barres courbes paralle`les et e´quidistants. Dans le cadre de
la mise en forme des renforts tisse´s, plusieurs me´thodes ont e´te´ introduites [21] parmi lesquelles
des me´thodes ge´ome´triques, telles que la me´thode du filet et des me´thodes me´caniques. Bien que
le maillage d’un gridshell et le formage de tissus pre´sentent de nombreux points communs, la
recherche de forme de gridshell reste spe´cifique et ne requiert pas la meˆme complexite´ des mode`les
me´caniques utilise´s pour la mise en forme des renforts tisse´s. L’accent est mis dans ce chapitre sur
la me´thode du compas, une me´thode purement ge´ome´trique. La formulation de cette me´thode et
l’adaptation pour les gridshells est de´veloppe´e et appuye´e par plusieurs exemples de maillage de
formes.
La me´thode du compas reste purement ge´ome´trique et ne permet ni d’obtenir la ge´ome´trie de
la grille a` plat, ni de prendre en compte les proprie´te´s me´caniques des mate´riaux utilise´s. C’est
pour cela que nous mettons en œuvre une me´thode de maillage base´e sur un calcul explicite en
e´le´ments finis. Cette me´thode fait l’objet du quatrie`me chapitre. Elle pre´sente un premier outil
permettant de pre´dire si une forme est maillable ou non par un gridshell physique et de simuler le
comportement du gridshell obtenu sous chargement.
Ainsi, a` l’aide de la me´thode du compas et/ou la me´thode en e´le´ments finis, un gridshell peut
eˆtre maille´ sur une forme impose´e. La question qui se pose est alors comment choisir au mieux
les directions des barres sur la surface afin de minimiser les contraintes dans les barres et ainsi
d’optimiser le comportement du gridshell. Ce point est traite´ dans le cinquie`me et dernier chapitre.
Des algorithmes me´taheuristiques types algorithmes ge´ne´tiques couple´s a` la me´thode du compas
sont mis en œuvre et teste´s.
A la fin de ce me´moire, nous pre´sentons des conclusions illustrant le travail effectue´ et des
perspectives ouvrant le champ de recherche et le champ d’application des outils introduits dans le
cadre de cette the`se.
Chapitre 1
Etude bibliographique sur les
gridshells
C
e chapitre a pour objectif de faire une synthe`se bibliographique sur les structures dites grid-
shells, de´finition, caracte´ristiques, mise en œuvre, historique de ces structures ainsi qu’une
e´tude sur les mate´riaux utilise´s.
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1.1 Introduction
Graˆce au de´veloppement de la conception assiste´e par ordinateur, les architectes proposent au-
jourd’hui des constructions aux formes de plus en plus complexes. Les gridshells peuvent re´pondre a`
ce type d’exigence architecturale. Ce sont des structures a` double courbure obtenues par de´formation
e´lastique d’une grille plane sans rigidite´ en cisaillement. Dans ce chapitre, une e´tude bibliogra-
phique sur les gridshells est pre´sente´e. Des exemples de structures de gridshells existants y sont
illustre´s. Quatre gridshells sont de´taille´s : le gridshell du Mannheim construit en 1975, le gridshell
du muse´e de Downland en 2002, les prototypes de gridshells expe´rimentaux en mate´riaux compo-
sites construits a` l’E´cole des Ponts ParisTech en 2006 et le gridshell du Savill building construit au
Royaume-Uni en 2006. Pour chaque exemple, les caracte´ristiques du gridshell sont de´crites, ainsi
que les me´thodes de conception et de construction. Dans la dernie`re partie du chapitre, une e´tude
sur les mate´riaux qui pourraient eˆtre utilise´s pour les gridshells a e´te´ re´alise´e.
1.2 Les Gridshells : De´finition et caracte´ristiques
En se re´fe´rant aux de´finitions fournies par [1], on distingue entre une poutre, un arc et un
caˆble comme suit (figure 1.1). Une poutre est un e´le´ment de structure de forme prismatique prin-
cipalement sollicite´ a` la flexion. Un arc est un e´le´ment de structure de forme incurve´e portant
essentiellement par effort normal de compression. Alors qu’un caˆble est un e´le´ment de structure de
forme incurve´e portant essentiellement par effort normal de traction.
Poutre en flexion
Arc en compression Câble en tension
Figure 1.1. Arcs, Poutres et Caˆbles
En faisant l’analogie en 3D, Schlaich [75] a classe´ les structures suivant trois cate´gories comme
le montre la figure 1.2. Les structures le´ge`res telles que les gridshells, les doˆmes et les coques
transmettent les charges principalement via compression. Alors que les structures le´ge`res telles que
les caˆbles, les re´seaux de caˆbles et les membranes transmettent les charges par un effort de traction.
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Entre ces deux typologies existent les structures planes, les dalles et les treillis tridimensionnels,
qui, eux, travaillent en flexion.
    Structures en 
     compression 
    Structures en 
         flexion 
    Structures en 
        tension 
  Gridshell 
  Dôme 
  Coque 
Grille de poutres
 Treillis spatial 
  Dalle 
  Réseau de câbles
      (2 couches) 
  Membrane 
  Réseau de câbles
      (3 couches) 
Figure 1.2. Typologie des structures (Schlaich 2003 [75])
Selon la classification de Schlaich (figure 1.2), un gridshell peut donc eˆtre conside´re´ comme e´tant
une structure le´ge`re qui travaille, tout comme la coque et le doˆme, principalement en compression.
Nous de´finissons dans ce travail les gridshells comme des structures a` doubles courbures obtenues
par de´formation e´lastique d’une grille plane sans rigidite´ en cisaillement. Ce sont des structures
ayant la forme et la rigidite´ d’une coque mais qui sont forme´es de grille et non de surface continue.
La stabilite´ tridimensionnelle de la structure est maintenue par la rigidite´ en cisaillement dans
le plan de la coque atteinte en bloquant la rotation au niveau des nœuds ou en introduisant un
syste`me de contreventement.
La diffe´rence entre les gridshells et les structures coques est que, dans le cas d’une coque
continue, un chargement sur la surface implique a` la fois des efforts de cisaillement et des efforts
normaux (figure 1.3). En revanche, dans le cas d’une grille, le chargement est transmis le long
des barres vers les extre´mite´s en tant qu’efforts normaux (figure 1.4) (Burkhardt 1978 [24]). En
reliant les lattes diagonalement, les raideurs diagonales sont introduites et les efforts tranchants
sont transmis d’un coˆte´ du gridshell au coˆte´ oppose´, permettant a` la structure de se comporter
comme une coque. Les articulations entre les poutres sont fixe´es et les poutres suivent une courbure
dans l’espace de telle sorte que le gridshell peut eˆtre donc conside´re´ comme e´tant une discre´tisation
en barres d’une coque.
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Figure 1.3. Efforts dans une coque (Bur-
khardt 1978 [24])
Figure 1.4. Efforts dans une grille (Bur-
khardt 1978 [24])
La particularite´ des gridshells re´side dans le fait qu’ils peuvent eˆtre mis en place facilement et
cela par l’interme´diaire d’un processus de construction assez particulier. Les e´le´ments de la structure
sont assemble´s a` plat pour former une grille bidirectionnelle qui sera par la suite de´forme´e jusqu’a`
la forme finale. Puis les conditions aux limites sont fixe´es et un syste`me de contreventement est
introduit.
Une de´finition des gridshells est donne´e dans IL10 Gitterschalen, l’œuvre de Frei Otto et de l’ins-
titut allemand pour les structures le´ge`res fu¨r leichte Fla¨chentragwerke (IL), œuvre comple`tement
de´die´e aux gridshells [6]. Cette de´finition, traduite de l’anglais, est la suivante “Un gridshell est
une structure forme´e de barres courbes dans l’espace et de joints rigides. Les barres forment une
grille plane a` mailles rectangulaires avec un espacement constant entre les nœuds. La forme d’un
gridshell est obtenue en inversant la forme d’un filet suspendu flexible. Le retournement de la forme
du filet conduit a` une surface funiculaire dans laquelle le gridshell est sans flexion.”
Figure 1.5. Force/De´formation diagramme (Burkhardt 1978 [24])
La figure 1.5 pre´sente le chargement en fonction de la de´formation d’une coque continue, d’un
gridshell et d’un filet en tension sous chargement (Burkhard 1978 [24]). Nous remarquons que,
pour les structures qui travaillent en compression, comme les coques et les gridshells, a` partir d’une
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certaine charge critique, la structure perd sa rigidite´ et une petite de´formation pourra conduire
a` la rupture. Alors que pour les structures en tension, la de´formation due aux forces applique´es
augmente la re´sistance et la rigidite´ de la structure jusqu’a` rupture des e´le´ments.
Nous remarquons aussi que la coque continue a une charge de rupture plus e´leve´e que celle
d’un gridshell. Comme mentionne´ pre´ce´demment, les forces normales dans une coque peuvent eˆtre
transmises sur toute la surface. Une augmentation de la charge a moins d’effet sur la re´partition
des contraintes et donc la capacite´ de charge ultime est plus e´leve´e.
La diffe´rence entre les gridshells et les doˆmes ge´ode´siques (figures 1.6 et 1.7), qui sont deux types
diffe´rents de doˆme discret existant, re´side dans le fait que les doˆmes re´ticule´s ou ge´ode´siques ont leur
surface discre´tise´e en utilisant un mode`le base´ sur la re´pe´tition d’une forme unique ge´ome´trique.
Eden Project est un bon exemple de doˆme ge´ode´sique ou` l’hexae`dre a e´te´ choisi comme forme (figure
1.7). Dans le cas de la grande cour du British Museum (figure 1.6), le toit est bien une surface a`
double courbure mais les cellules de la grille sont des triangles, ils sont donc non de´formables et la
surface ne peut pas eˆtre remise a` plat.
Figure 1.6. Couverture de la grande cour de
la Reine Elizabeth II au British
Museum
Figure 1.7. Eden project
L’inte´reˆt de construire en gridshells peut eˆtre justifie´ par les points suivants :
– Grandes couvertures : Dans le cas ou` l’on cherche a` couvrir des baˆtiments de moyenne a`
grande porte´e sans aucune colonne inte´rieure, on a recours a` des solutions coques. Or, une
coque en be´ton ne´cessite de couler dans un moule du be´ton sur le chantier. D’autre part, les
gridshells, comme de´ja` mentionne´, sont caracte´rise´s par leur mise en place particulie`re ; la
grille est assemble´e a` plat sur le sol, puis, soumise a` des forces exte´rieures, elle est mise en
forme, et enfin rigidifie´e par une troisie`me direction de barres. Ainsi, un gridshell pourrait
eˆtre une solution “simple” pour des grandes couvertures.
– Peu de mate´riaux, moins d’e´nergie grise : Les gridshells sont conside´re´s comme e´tant des
structures le´ge`res, et ne´cessitent peu de mate´riaux d’ou` un bilan d’analyse de cycle de vie et
un bilan e´nergie grise remarquable.
1.3 Historique des gridshells 9
1.3 Historique des gridshells
1.3.1 Introduction sur les premiers gridshells
En 1897, l’inge´nieur russe Vladimir Shukhov a conc¸u et construit un hall de production pour
une entreprise side´rurgique dans la ville de Vyksa (figure 1.8), un baˆtiment comportant la premie`re
structure de gridshell a` double courbure (Beckh and Barthel 2009 [16]). Le baˆtiment, d’une super-
ficie de 73,00m x 38,40m se compose de cinq larges baies se´pare´es entre elles par quatre arcs en
treillis (figure 1.9). Dans le sens longitudinal, la construction est soutenue par six consoles verticales
qui sont inte´gre´es dans les fac¸ades et relie´es aux arcs par des tirants. A cette e´poque, les gridshells
n’e´taient pas connus et il n’existe aucune preuve historique sur la fac¸on dont Shukhov a ge´ne´re´ la
forme de la structure.
Figure 1.8. Le gridshell de Vyksa en phase de
construction (1897) Figure 1.9. Vue a` l’inte´rieur du baˆtiment de
Vyksa (2007)
Le premier projet de gridshell connu fut re´alise´ a` l’universite´ de Californie a` Berkeley aux
Etats-Unis en 1962. Ce projet, fait par des e´le`ves sous la direction de Frei Otto, a servi en temps
qu’exemple e´ducatif pour le processus de recherche de forme et de construction de gridshell. Ce
gridshell en acier d’une superficie de 52m2 a e´te´ mis en place manuellement.
Dans la meˆme anne´e, un gridshell de plus grande superficie (198m2) a e´te´ conc¸u a` l’aide de
la me´thode du filet inverse´ (figures 1.10 et 1.11). Cette me´thode propose´e par Frei Otto pour la
conception de gridshell est de´taille´e dans le paragraphe 2.2.1. Le gridshell de Deubau a` Essen a e´te´
re´alise´ en bois lamelle´ colle´ et forme´ de poutres de rives pose´es sur le sol. Il a e´te´ souleve´ a` l’aide
d’une grue et supporte´ a` l’aide de poteaux auxiliaires le´gers, puis couvert par une couche plastique
cloue´e sur la grille.
Cinq anne´es plus tard, en 1967, un nouveau projet a e´te´ propose´ durant une exposition a`
Montre´al pour la salle de the´aˆtre d’un pavillon allemand. Le baˆtiment, d’une superficie de 365m2,
est forme´ de deux structures de gridshells ayant une section de bord commune.
Six autres projets ont e´te´ e´tudie´s sous la supervision ou la collaboration de Frei Otto mais non
exe´cute´s. Ces projets comprennent des gridshells pour : une piscine a` Borkum (1966), une toiture
de tirbune temporaire et piscine a` Munich (1968), une salle a` Monaco (1969), le toit d’une cour a`
Steglitz Berlin (1969), un pavillon a` Rehberge, Berlin (1969) et un auditorium pour le centre de
confe´rence a` la Mecque en Arabie Saoudite (1972). Dans les anne´es 1973 et 1974, quelques petites
structures de gridshell expe´rimental ont e´te´ construites en Iceland, Londres, Inde et Stuttgart.
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Figure 1.10. Le gridshell de Deubau a` Essen Figure 1.11. Mode`le suspendu du gridshell de
Deubau a` Essen
En 1974, l’institut allemand fu¨r leichte Fla¨chentragwerke (IL) pour les structures le´ge`res a
publie´ le seul livre re´fe´rence´ sur les gridshells : IL10 Gitterschalen [6]. Dans ce livre, l’e´quipe de´crit
les gridshells ainsi que les me´thodes de recherche de forme telles que la me´thode du filet inverse´ et
la me´thode du compas. L’ouvrage illustre e´galement les diffe´rents projets de gridshells construits
a` la date de parution du livre, et cite´s pre´ce´demment.
En 1975, Mannheim Bundesdartenschau Multihalle gridshell en Allemagne fut le premier et
plus grand gridshell construit (cf. paragraphe 1.3.2) . Une autre structure qui a marque´ l’histoire
des gridshells est celle du muse´e de Downland a` Sussex au Royaume-Uni construit en 2002. Plus
re´cemment, deux prototypes de gridshells en mate´riaux composites ont e´te´ conc¸us et construits a`
l’E´cole des Ponts ParisTech dans les anne´es 2006-2007, permettant de de´montrer la faisabilite´ de
telles structures en utilisant des mate´riaux innovants. En 2006, le gridshell du Savill Building a e´te´
construit au Royaume-uni. Ces gridshells ainsi que leurs de´tails de conception et de construction
seront de´crits dans ce qui suit.
Sept autres re´alisations de gridshells a` travers le monde (le polydoˆme a` l’E´cole Polytechnique
Fe´de´rale de Lausanne, le gridshell “Earth centre”, le pavillon de Japon, le gridshell de Pishwanton,
la tour du zoo de Helsinki, le gridshell du sie`ge de l’union de Norwich et le gridshell du Yas hoˆtel)
sont de´crites dans l’annexe A.
1.3.2 Mannheim Bundesdartenschau Multihalle gridshell (1975)
Tous les deux ans, une exposition a lieu dans l’une des principales villes de l’Allemagne. En
1970, Mannheim a e´te´ choisie pour accueillir l’exposition de 1975 (Happold and Liddel 1975 [46]).
Le projet gagnant e´tait celui d’un gridshell propose´ par Frei Otto et Ove Arup. Le baˆtiment se
compose d’une salle polyvalente dans laquelle des activite´s peuvent avoir lieu et d’une seconde
petite salle forme´e d’un restaurant. Les halls sont relie´s par une liaison couverte. La figure 1.12
montre une vue ae´rienne du baˆtiment alors que la figure 1.13 montre une image a` l’inte´rieur du
gridshell (Burkhardet 1978 [24]).
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Figure 1.12. Vue ae´rienne du gridshell de
Mannheim
Figure 1.13. Vue inte´rieure du gridshell de
Mannheim
Le baˆtiment a une superficie totale de 3600m2. La grille a une porte´e maximale de 85m. Elle
est construite par une double couche de lattes de pin, essence qui a e´te´ choisi pour sa performance
a` l’e´gard du retrait et du fluage et pour sa disponibilite´ en grandes longueurs. Les lattes ont une
section de 50x50mm et sont espace´es de 500mm. Environ 72000m de lattes ont e´te´ utilise´es pour
construire la coque. La grille est supporte´e par quatre supports de bord diffe´rents : des fondations en
be´ton, des caˆbles, des poutres lamelle´es en bois et des arcs comme montre´ sur la figure 1.14. Apre`s
l’ache`vement du toit, le gridshell a e´te´ teste´ en le chargeant a` 1,7 fois la charge de la conception.
Cela a e´te´ applique´ par suspension de poubelles remplies de 90 litres d’eau sur un nœud sur neuf.
Figure 1.14. Plan du gridshell de Mannheim
Conception du gridshell
La premie`re e´tape de recherche de forme du gridshell a e´te´ re´alise´e par mode´lisation expe´rimentale.
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Un mode`le de chaˆınette inverse´e a e´te´ re´alise´ pour de´terminer les coordonne´es initiales des nœuds
(figure 2.8). Ce mode`le est forme´ d’anneaux et de liens (figure 1.16). Les coordonne´es des nœuds
ont e´te´ de´termine´es par photogramme´trie 1. Avec ces coordonne´es, la structure pouvait eˆtre par la
suite analyse´e par des calculs nume´riques.
En raison des impre´cisions du mode`le issues de la photogramme´trie, tous les membres du mode`le
suspendu n’e´taient pas en tension. Afin de corriger cela, la nouvelle ge´ome´trie a e´te´ calcule´e selon
la me´thode de la densite´ de force (Lewis 2003 [62]) dont on rappellera le principe dans le chapitre
suivant. C’est de ce calcul que les donne´es ne´cessaires a` la production et au montage ont e´te´
de´duites.
Figure 1.15. Chaˆınette inverse´e du gridshell
de Mannheim
Figure 1.16. De´tail du mode`le inverse´ du
gridshell de Mannheim
Analyse structurelle
A l’e´poque ou` les inge´nieurs d’Arup ont de´marre´ les dessins pour le gridshell, peu d’e´le´ments de
re´fe´rence e´taient disponibles. Seules trois structures de gridshell beaucoup plus petites avaient e´te´
construites auparavant. Des premie`res e´tudes ont e´te´ re´alise´es pour de´terminer la charge de ruine
et de flambement. Pour acque´rir des connaissances sur le comportement des gridshells, des essais
sur le gridshell d’Essen (paragraphe 2.7) ont e´te´ exe´cute´s. Les re´sultats empiriques ont montre´ que
la taille de lattes devrait eˆtre augmente´e a` 100x100mm pour ame´liorer la re´sistance au flambage.
Puis il a e´te´ convenu de prendre des lattes de 50x50mm en double couche afin de maintenir la
flexibilite´ en flexion pendant la construction.
Pour de´terminer la charge de rupture, des tests ont e´te´ exe´cute´s sur un mode`le 1 :200 de
gridshell (figure 1.17) soumis a` la re´glementation neige et vent en rigueur et passe´ en souﬄerie. Le
mode`le a e´te´ teste´ par suspension de clous de 100mm sur les nœuds et des jauges ont e´te´ utilise´es
pour mesurer les de´formations (figure 1.18).
1Une technique permettant de de´terminer les dimensions et les positions d’objet a` partir de vue en perspective
de ces objets enregistre´ photographiquement ou a` l’aide de came´ras nume´riques.
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Figure 1.17. Le mode`le teste´ Figure 1.18. Tests effectue´s sur le mode`le
Construction du gridshell
Comme pour le gridshell d’Essen, la grille de Mannheim devait eˆtre leve´e et mise en forme
a` l’aide de grues. Cependant, les calculs ont montre´ que quatre grues de 200 tonnes auraient e´te´
ne´cessaires sur une pe´riode de trois semaines. Le couˆt e´leve´ de cette e´tape a oblige´ les entrepreneurs
a` penser a` d’autres options ; le gridshell a donc e´te´ mis en place en poussant la grille par dessous. Des
chariots e´le´vateurs ont e´te´ utilise´s pour lever les tours d’e´chafaudages (figure 1.19). Pour re´partir
les forces sur la grille, des pie`ces de bois en forme de H ont e´te´ utilise´es. Une membrane enduit PVC
a e´te´ installe´e sur la structure sur le site. Elle est constitue´e de feuilles du tissu soude´es ensemble
et attache´es a` la grille avec plus de 400.000 agrafes (figure 1.20).
Figure 1.19. Construction du gridshell de
Mannheim
Figure 1.20. Construction du toit du grid-
shell de Mannheim
Le gridshell de Mannheim posse`de 33 000 assemblages. La grille a e´te´ assemble´e sur des supports
temporaires sur le sol. Les boulons traversent les quatre couches de bois, les deux couches inte´rieures
pre´sentaient des trous alors que celles exte´rieures pre´sentaient des fentes. Ces fentes permettent
le mouvement relatif entre les couches et les boulons permettent la rotation au niveau du nœud.
Les essais ont indique´ que la tension dans les boulons tend a` diminuer avec le temps, en raison du
retrait du bois. Pour e´viter cela, des rondelles ont e´te´ utilise´es (figure 1.21).
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Figure 1.21. Connections aux nœuds pour le gridshell de Mannheim
1.3.3 Le gridshell du muse´e de Downland (2002)
Situe´ dans l’ouest du Sussex, au sud de l’Angleterre, le ”Weald and Downland Open Air Mu-
seum” est un centre international pour l’e´tude et la conservation de la charpente en bois des
baˆtiments historiques. La pre´occupation principale du muse´e e´tait de pre´server les baˆtiments his-
toriques des dommages et de´molitions, et cela en les de´montant, les de´plac¸ant et les re´assemblant
ailleurs. La construction d’un grand baˆtiment, permettant au public d’assister au processus de
restauration, a e´te´ de´cide´e. Une structure de gridshell a e´te´ choisie car cela permettait en plus
de mettre en valeur le bois d’une fac¸on innovante (figures 1.22 et 1.23). Ce muse´e fut le fruit
d’une collaboration entre Edward Cullinan Architects avec les inge´nieurs de Buro Happold pour la
conception, Alex Sayer pour les controˆles de qualite´, Green Oak pour la charpenterie et Peri pour
l’e´chafaudage (Kelly 2001 [58] et Harris et al. 2003 [50]).
Figure 1.22. Vue inte´rieure du muse´e de
Downland
Figure 1.23. Vue exte´rieure du muse´e de
Downland
Une emprise rectangulaire et trois doˆmes ont e´te´ retenus comme forme de la structure faisant
50m de longueur, 11 a` 16m de largeur et 7 a` 11m de hauteur (figure 1.24). Les doˆmes sont recouverts
par un syste`me de voliges line´aires superpose´s (figure 1.23).
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Figure 1.24. Mode`le AutoCAD du gridshell de Downland
Mode`le expe´rimental
La mode´lisation expe´rimentale de la structure a e´te´ un e´le´ment essentiel du processus de concep-
tion. En premier lieu, des maquettes ont e´te´ effectue´es a` petite e´chelle, en utilisant des filets. En-
suite, un prototype en bois a` l’e´chelle 1 :30 du baˆtiment a e´te´ construit (figure 1.25). La construction
de ce mode`le a e´te´ tre`s utile pour anticiper le processus d’e´rection. La ge´ome´trie de la maquette a
e´te´ utilise´e pour de´terminer les conditions aux limites pour le logiciel de recherche de forme. Elle
a e´galement servi de mode`le de pre´sentation, qui a e´te´ d’une grande utilite´ pour communiquer et
convaincre les organismes de financement de la viabilite´ du concept (Harris et al. 2002 [49]).
Figure 1.25. Maquette du gridshell du muse´e de Downland
Recherche de forme du gridshell
La recherche de forme du gridshell a e´te´ re´alise´e en utilisant un programme informatique
spe´cialement de´veloppe´ a` cette occasion par Chris Williams de l’Universite´ de Bath. Le programme
est base´ sur la me´thode de relaxation dynamique de´taille´e dans le paragraphe 2.3.1 (Day 1965 [33]
et Barnes 1975 [12]). Contrairement au gridshell de Mannheim, le gridshell de Downland ne posse`de
pas une forme funiculaire, ainsi un filet inverse´ ne peut pas eˆtre utilise´ pour la recherche de forme
(Harris et al. 2003 [50]). Pour ge´ne´rer la forme, Williams a modifie´ le logiciel afin de tenir compte
de la rigidite´ en flexion des poutres en bois.
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Construction du gridshell
Le proce´de´ de construction de gridshell utilise´ notamment pour le gridshell de Mannheim,
consistait a` construire la grille a` plat par terre puis a` la soulever jusqu’a` atteindre la forme finale.
Pour des raisons de se´curite´, et vu le poids de la grille a` soulever, un proce´de´ inverse a e´te´ choisi :
la grille en bois a e´te´ construite sur un syste`me d’e´chafaudage, puis l’e´chafaudage a e´te´ descendu
petit a` petit jusqu’a` atteindre les points d’appuis [65]. La figure 1.26 montre une vue du gridshell
de Downland une fois la grille mise en forme.
Figure 1.26. Vue exte´rieure du gridshell du muse´e de Downland
Dans le gridshell du muse´e de Downland, l’assemblage comporte trois plaques, une centrale et
deux exte´rieures, maintenues ensemble par quatre boulons (figure 1.27). La plaque centrale posse`de
une broche qui pe´ne`tre dans les deux lattes centrales afin de fixer leur position relative tout en leur
permettant de tourner. Les deux lattes pe´riphe´riques sont de´tenues par les deux plaques exte´rieures,
mais sont libres de glisser par rapport aux lattes inte´rieures et de tourner. Un avantage de ce noeud
est qu’il peut eˆtre relie´ a` des lattes de contreventement. Un autre est qu’il ne fragilise pas les lattes
de bois.
Figure 1.27. Connections utilise´es dans le gridshell de Downland
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1.3.4 Gridshells expe´rimentaux en mate´riaux composites a` l’ENPC
L’e´quipe “structures he´te´roge`nes” du laboratoire Navier, a` l’E´cole des Ponts ParisTech, s’inte´resse
depuis des anne´es a` l’utilisation des mate´riaux composites dans les structures e´lance´es du ge´nie
civil. Une premie`re structure e´tudie´e en mate´riaux composites est celle d’une passerelle Bowstring
de 40m de porte´e (Caron 2009 [26]). Une maquette d’e´chelle 1 :10 a e´te´ re´alise´e pour montrer la
faisabilite´ de telle structure. La particularite´ d’une telle structure est que les arcs sont obtenus par
flexion e´lastique des tubes.
En suivant la meˆme de´marche et en s’inspirant du concept gridhsell existant, un premier grid-
shell en mate´riaux composites a e´te´ conc¸u et construit. L’e´tude sur la faisabilite´ et la conception de
gridshell en mate´riaux composites a e´te´ mene´e par Cyril Douthe durant sa the`se sous la direction
de Jean-Franc¸ois Caron et Olivier Baverel (Douthe 2007 [34], Douthe et al. 2010 [36]). Le prototype
a e´te´ construit sur le campus de l’E´cole des Ponts ParisTech. La structure fut le re´sultat d’une
collaboration entre le laboratoire Navier de l’E´cole des Ponts ParisTech et les ge´ome`tres de l’E´cole
Nationale des Sciences Ge´ographiques. Ce prototype, ayant une longueur de 22m, une largeur de
8m et une hauteur de 3,7m, couvre une superficie de 160m2. Il est forme´ de tubes pultrude´s en
mate´riaux composites renforce´s par des fibres de verre GFRP avec une section circulaire de 42mm
de diame`tre exte´rieur et de 35mm de diame`tre inte´rieur (figure 1.28). Une e´tude sur les proprie´te´s
de ces mate´riaux est re´alise´e dans le paragraphe 1.4.3.
Figure 1.28. Le prototype de gridshell en mate´riaux composites construit a` l’ENPC
Conception du prototype
Cyril Douthe a de´veloppe´, durant sa the`se, dans l’esprit des travaux de Barnes [13], un pro-
gramme sous Scilab, se basant sur la me´thode de relaxation dynamique. Cette me´thode est de´taille´e
ulte´rieurement dans le paragraphe 2.3.1. En se basant sur ce programme, la forme the´orique du
prototype a e´te´ de´termine´e. Les figures 1.29, 1.30 et 1.31 montrent les diffe´rentes e´tapes pour
ge´ne´rer un gridshell a` partir d’une grille a` plat. D’abord, une grille bidirectionnelle elliptique a` plat
est choisie (figure 1.29). Ensuite en fixant les conditions aux limites dans le plan de la grille et en
poussant par dessous de la grille, une nouvelle forme est obtenue (figure 1.30). Enfin, une troisie`me
direction de barres est mise en place dans le but de rigidifier la structure (figure 1.31).
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Figure 1.29. Forme initiale de la grille
(Douthe 2007 [34]
Figure 1.30. Forme the´orique finale (Douthe
2007 [34]
Figure 1.31. Forme finale avec triangulation (Douthe 2007 [34]
Construction du gridshell
Il a fallu uniquement huit heures de travail pour quatre hommes sans outils spe´ciaux et machines
pour mettre le gridshell en place. En premier lieu, les positions des conditions aux limites ont
e´te´ releve´es sur le sol par les ge´ome`tres de l’E´cole Nationale des Sciences Ge´ographiques et les
fondations ont e´te´ installe´es. Dans la phase suivante, la grille a e´te´ assemble´e sur le sol. Les poutres
sont rassemble´es entre elles par des pie`ces d’e´chafaudage orientables. Ces pie`ces me´caniques sont
boulonne´es de manie`re a` bloquer la translation et a` permettre la rotation au niveau des nœuds
comme le montre la figure 1.32. Pour passer de la grille a` plat a` une re´sille gauche, un syste`me
d’e´tais a e´te´ utilise´ (figure 1.33). La grille a` e´te´ souleve´e manuellement et puis les conditions aux
limites ont e´te´ fixe´es.
Figure 1.32. Assemblage utilise´ dans les gridshells expe´rimentaux en mate´riaux composites a`
l’ENPC
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Figure 1.33. Mise en forme du prototype au moyen d’e´tais
Une fois en place, la grille a e´te´ rigidifie´e par une troisie`me direction de barres. En raison de
la taille importante des connecteurs, un mode`le original d’hexagones et de triangle a e´te´ choisi
pour l’installation des barres diagonales comme on peut le voir dans la figure 1.28. Malgre´ son
esthe´tique, ce type de triangulation n’est pas recommande´ comme de´montre´ dans Douthe 2007
[34]. Il est deux ou trois fois moins efficace que le mode`le traditionnel de contreventement avec des
triangles. Ce gridshell a e´te´ recouvert en 2009 par une membrane polyester enduit PVC (figure
1.34).
Figure 1.34. Prototype couvert avec une membrane polyester enduit PVC
Deux types de tests ont e´te´ effectue´s par la suite : un premier sur la structure sans contrevente-
ment et un autre effectue´ apre`s contreventement. Dans chaque test, des chargements ont e´te´ place´s
sur les noeuds : des charges verticales syme´triques repre´sentant le poids propre, et des charges non
syme´triques repre´sentant le chargement de la neige. Les re´sultats de ces tests sont de´taille´s dans
Douthe 2007 [34]. Il a e´te´ remarque´ que la rigidite´ de la structure est multiplie´e par 19 pour un
poids de la structure multiplie´ par 1,5, poids correspondant a` la structure avec contreventement
(Douthe 2010 [36]).
Un deuxie`me prototype a e´te´ construit suivant les meˆmes proce´dures (figure 1.35). Tout comme
le premier, ce prototype a e´te´ couvert d’une membrane polyester enduit PVC fournie par Ferrari
dont les plans de de´coupe ont e´te´ re´alise´s par Abaqa et installe´s par Esmery-Caron.
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Figure 1.35. Deuxie`me prototype de gridshell a` l’E´cole des Ponts ParisTech
1.3.5 Le gridshell du Savill Building (2006)
Le gridshell du Savill Building, construit en 2006, forme le toit du nouveau centre du do-
maine royal du grand parc de Windsor au Royaume-Uni. Le baˆtiment est conc¸u par les archi-
tectes de Glenn Howells en collaboration avec les inge´nieurs du Buro Happold. Apre`s des anne´es
de pre´paration, la structure a e´te´ construite en trois ans et devient le plus grand gridshell du
Royaume-Uni.
Figure 1.36. Le gridshell du Savill building
Le toit est de 98m de longueur, avec une largeur maximale de 28m et une hauteur qui varie
entre 4,5 et 8,50m. Le toit est une surface syme´trique forme´e par un doˆme central avec une petite
coupole sur les deux coˆte´s pointant le´ge`rement vers le haut (figure 1.36). La forme peut eˆtre de´crite
par une onde sinuso¨ıdale dans la direction longitudinale et une parabole dans le sens transversal.
Sur cette forme, une grille d’e´le´ments de longueurs e´gales est ge´ne´re´e. Une fois la recherche de
forme faite, une analyse structurelle a e´te´ re´alise´e sur Robot 3D. L’Eurocode pour les structures
en bois (BSEN 1995) a e´te´ adapte´ pour ve´rifier les e´le´ments de structure. (Harris 2008 [48]).
La structure est forme´e d’une double couche de grille de poutres en bois de 80mm de largeur
et 50mm de hauteur espace´es d’un me`tre entre elles (figures 1.37 et 1.38). Les deux couches sont
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connecte´es entre elles a` l’aide de blocs de 80x120x300mm, formant ainsi une section de hauteur
190mm. Contrairement a` son pre´de´cesseur au muse´e de Downland, le gridshell ne repose pas sur
un support au sol ; le gridshell repose sur un anneau en acier (figure 1.39). Pour re´duire les couˆts
et faire une structure plus e´le´gante, les caˆbles ont e´te´ omis et le reveˆtement en bois contreplaque´
a e´te´ utilise´ pour assurer le contreventement.
Figure 1.37. Construction de la grille du Sa-
vill Building
Figure 1.38. Vue inte´rieure du Savill Buil-
ding
Figure 1.39. Connection de la grille a` l’anneau en acier
1.4 Gridshells et mate´riaux
Afin d’identifier le mate´riau approprie´ aux structures e´lance´es pre´contraintes comme les grid-
shells, Cyril Douthe a adopte´ la me´thode propose´e par Ashby (Ashby 1999 [11]) pour justifier le
choix des mate´riaux (Douthe 2007 [34]). Pour appliquer cette me´thode, il faut d’abord classer les
indicateurs caracte´risant les contraintes de l’objet a` concevoir.
Dans le cas des gridshells, les indicateurs sur le mate´riau a` utiliser sont :
– Indice de performanceM1 =
σe
E
a` maximiser afin de donner le rayon de courbure le plus petit
durant l’e´tape de mise en forme ; σe e´tant la contrainte maximale e´lastique du mate´riau ; E
e´tant son module d’Young ;
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– Indice M2 = E a` maximiser afin de fournir au gridshell sa rigidite´ finale apre`s contrevente-
ment ;
– Indice M3 =
KIC
E
a` maximiser pour re´duire le risque d’endommagement ; KIC e´tant la
te´nacite´ du mate´riau ;
– Indice M4 =
E1/2
CRρ
a` maximiser ; CRρ e´tant le couˆt par unite´ de volume du mate´riau ;
– Indice M5 =
E1/2
Qρ
a` maximiser ; Qρ e´tant le contenu e´nerge´tique par unite´ de volume ;
– Indice M6 =
E1/2
Y ρ
a` maximiser ; Y e´tant l’e´co-indicateur du mate´riau ;
– Indice M7 lie´ a` la durabilite´ du mate´riau.
Figure 1.40. Carte Module d’Young/Re´sistance avec deux domaines de´limite´s par les droites
M1 = 0,2 et M2 = 9 GPa (Douthe 2007 [34])
Parmi les sept indices, on s’inte´resse surtout aux deux premiers indices correspondant au rayon
de courbure durant la phase de mise en forme et le module d’Young fournissant au gridshell
sa rigidite´. Le graphe de la figure 1.40 repre´sente le module d’Young en GPa en fonction de la
contrainte e´lastique maximale en MPa, un graphique typique propose´ par Ashby. Les deux droites
repre´sente´es sur le graphe correspondent a` M1 = 0, 2 et M2 = 9GPa (Douthe 2007 [34]). Ces
valeurs sont celles pour des bois relativement denses utilise´s pour la re´alisation des gridshells.
Les mate´riaux dans la zone situe´e en haut de la droite horizontale et a` droite de celle oblique (le
titane, une petite partie de l’acier, les mate´riaux composites (GFRP, CFRP) et les ce´ramiques) ont
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des proprie´te´s me´caniques meilleures que celles du bois. D’autre part, les mate´riaux traditionnels,
comme une grande partie de l’acier et le be´ton, sont dans la zone ayant les deux indices M1 et M2
plus petits que ceux du bois.
Ainsi on peut conclure d’apre`s le graphe que les mate´riaux pouvant eˆtre utilise´s pour un grid-
shell sont le bois, les aciers fortement e´crouis, le titane, les composites renforce´s en fibres de carbone
CFRP et ceux renforce´s en fibres de verre GFRP, et les ce´ramiques techniques. D’autres compa-
raisons entre les sept indices cite´s ci-dessus ont e´te´ faites avec des graphiques semblables a` celui de
la figure 1.40 afin de pouvoir choisir entre ces mate´riaux (Douthe 2007 [34]).
Pour un gridshell, le mate´riau ne doit pas eˆtre trop fragile afin qu’il puisse eˆtre facilement
manipule´ durant la phase de construction, alors la solution ce´ramique est e´limine´e. Le titane, a` son
tour a des proprie´te´s me´caniques qui lui permettent d’eˆtre un bon candidat, mais vu son prix e´leve´,
la solution titane n’a pas e´te´ envisage´e jusqu’a` nos jours. On se limite alors a` trois mate´riaux :
le bois, l’acier et les mate´riaux composites (CFRP et GFRP). Le tableau 1.1 re´sume quelques
proprie´te´s me´caniques de ces mate´riaux. Dans ce qui suit, on montre les diffe´rentes caracte´ristiques
et de´fauts de ces mate´riaux.
Mate´riau Densite´ Module de Young Coefficient σrupture ²rupture
t/m3 GPa de Poisson MPa %
Bois < 1 10 0,3 24-32 2
Acier 7,8 210 0,29 1240 2,5
CFRP 1,5 90 0,28 2000 2
GFRP 1,8 26 0,28 1000 2
Tableau 1.1. Quelques proprie´te´s me´caniques du bois, de l’acier, du CFRP et du GFRP
1.4.1 Le bois : Un mate´riau de choix pour les gridshells
Le mate´riau bois a e´te´ le mate´riau de choix de la plupart des gridshells construits. Le bois est
un mate´riau le´ger ; il a une densite´ ge´ne´ralement infe´rieure a` 1. Nomme´ ”mate´riau vert”, il est
conside´re´ comme e´tant un mate´riau durable. En plus il est naturel et fortement disponible dans
la nature. Le bois provenait des pins dans le cas du gridshell de Mannheim, des cheˆnes pour le
gridshell de Downland et des me´le`zes pour le Savill building (Harris 2004 [47]). A tout cela s’ajoute
sa capacite´ de flexion, qui a permis de de´velopper les me´thodes de mise en forme particulie`res d’un
gridshell. En outre, durant la phase de construction, les lattes peuvent eˆtre soumises a` des rayons
de courbure plus grands que ceux durant leur e´tat final. Toutes ces proprie´te´s lui ont permis d’eˆtre
le candidat ide´al pour un gridshell.
Cependant, le bois est un mate´riau organique. Ses caracte´ristiques diffe`rent d’une espe`ce a`
une autre et peuvent meˆme changer et se de´grader tout au long de la vie d’une meˆme espe`ce. Le
bois est un mate´riau hygroscopique, ce qui signifie qu’il absorbe l’humidite´ de l’exte´rieur. Cette
capacite´ d’absorber ou de faire sortir l’eau augmente ou diminue en fonction du niveau d’humidite´.
En outre, le bois e´tant en mesure de stocker de grandes quantite´s d’eau est e´galement soumis aux
infections et de´sinte´gration par des champignons [82].
En plus, la pre´servation du bois est sujette aux phe´nome`nes dus a` l’expansion et au retrait.
Ce comportement naturel du bois peut conduire a` la formation de fissures. Un certain nombre
de traitements existent pour soigner les processus de de´gradation du bois de´crit ci-dessus. Ces
traitements incluent le reveˆtement, le traitement chimique et des techniques spe´ciales de se´chage.
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Ces traitements ne suppriment pas totalement la possibilite´ de de´gradation, pour cela un niveau
e´leve´ d’entretien est ne´cessaire afin d’assurer la pe´rennite´ de la structure.
Le bois a aussi des limitations d’utilisation dans la construction. La limite d’e´lasticite´ du bois
est infe´rieure a` celle d’autres mate´riaux tels que l’acier ou le be´ton. Par conse´quent, pour supporter
la meˆme charge que celle de l’acier par exemple, il est ne´cessaire de mettre plus de mate´riaux. Une
autre limitation de l’utilisation du bois est l’assemblage. Comme le bois n’existe pas en grandes
longueurs, un syste`me de raboutage entre les pie`ces est demande´. Pour pouvoir connecter deux
pie`ces de bois, une composante supple´mentaire est ne´cessaire. Quelque soit le type de connection
utilise´e, les points de connection sont les points les plus faibles dans une structure en bois, ce qui
n’est pas force´ment le cas lorsque l’on soude deux pie`ces d’acier. La dernie`re pre´occupation en ce
qui concerne la construction bois est la grande he´te´roge´ne´ite´ des proprie´te´s me´caniques entre les
diffe´rentes espe`ces et meˆme entre les diffe´rents arbres de la meˆme espe`ce. Il existe des imperfections
sous forme de noeuds ou des fissures. Pour cela, chercher a` obtenir la quantite´ requise de lattes de
bois de meˆme qualite´ est un processus pe´nible (Paoli 2007 [69]).
1.4.2 L’acier : Une alternative pour les gridshells
Compare´ au bois, l’acier a une limite d’e´lasticite´ beaucoup plus grande, il peut donc supporter
des charges plus importantes. Le verre, comme mate´riaux de couverture, est dix fois plus lourd
que le bois et cent fois que le tissu. Il est donc e´vident que le bois supporte difficilement ces types
de chargement. Ceci, associe´ a` des porte´es plus larges ou des rayons de courbure plus petits, rend
l’acier un candidat ide´al pour remplacer le bois dans des structures de gridshells plus lourdes.
Cependant, en terme de comportement en flexion, l’acier ne peut pas eˆtre courbe´ aussi facilement
que le bois.
Les gridshells en acier peuvent eˆtre construits de la meˆme manie`re que ceux en bois. Il serait
impossible de de´former sur place toute une grille faite en gros e´le´ments d’acier. Pour cela, les
e´le´ments devraient eˆtre pre´fabrique´s dans des usines et ramene´s sur site. Si les e´le´ments doivent
eˆtre pre´fabrique´s, leur ge´ome´trie doit eˆtre parfaitement de´finie. Ce qui n’est pas le cas du bois.
Pour ce dernier, seuls la longueur totale et l’emplacement des connecteurs doivent eˆtre connus.
Avoir des e´le´ments prede´finis permet d’assurer que pendant la construction, il y ait pas d’e´cart
entre la position re´elle des connecteurs et les coordonne´es souhaite´s. Outre la garantie de la forme,
les constructions en acier permettent de faciliter les connexions. Les connections entre deux pie`ces
en acier sont plus suˆres que celles entre deux pie`ces de bois.
Re´cemment, quelques gridshells en acier ont e´te´ construits. Le gridshell du sie`ge de l’union de
Norwich en 2006 (paragraphe A.6) et le gridshell du Yas hotel a` Abu Dhabi en 2009 (paragraphe
A.7) explorent le concept de gridshell en acier. A noter que les gridshells en acier ne suivent pas
la me´thode e´nonce´e par Frei Otto et l’institut allemand pour les structures le´ge`res fu¨r leichte
Fla¨chentragwerke et de´crite dans le paragraphe 1.2.
1.4.3 Les mate´riaux composites
Un mate´riau composite est, par de´finition, tout mate´riau obtenu par assemblage physique de
deux mate´riaux ayant des proprie´te´s me´caniques diffe´rentes. Les polyme`res renforce´s de fibres de
carbone (CFRP) sont relativement chers par rapport a` d’autres mate´riaux.
Les polyme`res renforce´s de fibres de verre (GFRP) ont une re´sistance a` la rupture d’au moins
350 MPa et une de´formation limite d’environ 1,5% pour seulement 1,9 kg/m3. Ces mate´riaux ont
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donc des rigidite´s beaucoup plus e´leve´es (de 20 GPa a` 40 GPa) que le bois (autour de 10 GPa), de
sorte que, pour une ge´ome´trie donne´e de gridshell, la charge de ruine d’un gridshell en composite
sera plus haute que pour un gridshell en bois. En outre, comme les composites sont produits
industriellement, la fiabilite´ de leurs proprie´te´s me´caniques est plus e´leve´e que celle des mate´riaux
naturels comme le bois (Douthe 2010 [36]). En ce qui concerne les couˆts, si l’on tient compte
des proprie´te´s me´caniques et de la capacite´ de former des tubes en mate´riaux composites, GFRP
devient un concurrent tre`s inte´ressant, surtout si le processus de la pultrusion est utilise´. Concernant
les aspects environnementaux, le bois a certes un avantage “naturel”, mais le nombre croissant de
traitements chimiques utilise´s pour la durabilite´ et la multiplication des joints de colle dans le
cas de grandes porte´es peuvent re´duire conside´rablement cette importance. De plus, les polyme`res
renforce´s en fibres de verre GFRP re´sistent tre`s bien aux atmosphe`res agressives et ne´cessitent
moins de traitements que le bois pendant leur dure´e de vie. Toutes ces proprie´te´s rendent les
mate´riaux composites renforce´s en fibres de verre des candidats ide´aux pour les gridshells (Douthe
2007 [34]). Cependant, la plupart des composites sont a` base de polyme`res thermodurcissables, ce
qui les rend difficilement recyclables.
1.5 Conclusions
Dans ce chapitre, nous avons pre´sente´ une e´tude bibliographique sur les structures gridshells.
Des exemples de construction a` travers le monde ont e´te´ montre´s. L’accent a e´te´ mis sur trois
structures de gridshells en bois : Mannheim gridshell, le gridshell du muse´e de Downland et le
gridshell du Savill Building, ainsi que sur les premiers prototypes de gridshells en mate´riaux com-
posites conc¸us et construits a` l’E´cole des Ponts ParisTech. Ces derniers ont montre´ la faisabilite´
des structures gridshells en mate´riaux composites. Une e´tude sur le choix des mate´riaux approprie´s
pour un gridshell a e´te´ faite en fin du chapitre.
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Chapitre 2
Les me´thodes pour la recherche de
forme de gridshells
C
e chapitre a pour objectif de faire une synthe`se bibliographique sur deux types de me´thodes
de recherche de forme qui ont e´te´ utilise´s pour la re´alisation de gridshells :
∗ La recherche de forme par des mode`les expe´rimentaux : La me´thode d’inversion
∗ La recherche de forme par des mode`les nume´riques : La me´thode de la relaxation dynamique
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2.1 Introduction
Le formfinding, ou la recherche de forme, est utilise´ pour trouver une solution optimise´e d’un
proble`me de conception d’une structure vis-a`-vis d’un ou plusieurs crite`res. Ce crite`re peut eˆtre
architectural, e´conomique, structurel, etc. Il existe plusieurs techniques pour trouver cet optimum.
La mode´lisation expe´rimentale est une des me´thodes les plus simples et qui peut garantir un aperc¸u
rapide de la forme, mais pas force´ment une grande pre´cision. La premie`re partie de ce chapitre
est de´die´e a` la me´thode d’inversion, une me´thode de recherche de forme de gridshells a` l’aide des
mode`les expe´rimentaux. Outre les mode`les expe´rimentaux, il existe des mode`les nume´riques qui
permettent de garantir une plus grande pre´cision. Parmi ces techniques on peut citer la me´thode
de relaxation dynamique, qui fera l’objet de la deuxie`me partie du chapitre.
2.2 Recherche de forme par des mode`les expe´rimentaux
Avec la mode´lisation expe´rimentale, la recherche de forme est re´alise´e graˆce a` des analogies faites
a` des phe´nome`nes naturels. En effet, dans la nature, la transmission des forces se fait avec une
consommation minimum d’e´nergie et de matie`res. Une toile d’araigne´e, la forme de bulles de savon
et les radiolaires (des organismes oce´aniques) sont des exemples de structures qui, naturellement,
sont tre`s efficaces en ce qui concerne la minimisation de la consommation de matie`res. Les inge´nieurs
se sont donc inspire´s de ces exemples pour e´tablir des me´thodes de recherche de forme.
Frei Otto a e´labore´ des mode`les et des me´thodes, dans lesquels les formes se ge´ne`rent elles-
meˆmes, afin d’observer et d’analyser les processus par lesquels les objets mate´riels sont originaires
de tous les re`gnes de la nature, la technologie et l’architecture. Ses expe´riences avec des bulles et
films de savon ont montre´ que l’auto-production et l’auto-optimisation des formes dans le cas des
tentes, des structures caˆbles de tous types et des membranes ont fait leurs preuves dans l’inge´nierie
(Otto 1992 [68]).
Les membranes compose´es de liquides, connu sous le nom de films de savon, se forment quand
un cadre ferme´ est plonge´ dans un liquide formant une membrane et puis retire´ a` nouveau. Les
formes produites peuvent servir de mode`les extreˆmement pre´cis pour les constructions de tentes
(figures 2.1 et 2.2). Le film de savon permet de de´terminer des surfaces minimales et est un mode`le
de recherche de forme efficace pour les membranes sous tension sans aucune controˆle de courbure.
Frei Otto a utilise´ les proprie´te´s des bulles de savon pour l’aider a` concevoir mathe´matiquement
de belles structures, telles que les toits des baˆtiments olympiques a` Munich et la nouvelle gare de
train a` Stuttgart.
Figure 2.1. Mode`le de film de savon, Starwave Figure 2.2. Tente Starwave, Cologne
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2.2.1 Me´thode d’inversion
Une chaˆınette est une courbe plane transcendante, qui correspond a` la forme que prend un caˆble
ou une chaˆıne lorsqu’il est suspendu par ses extre´mite´s et soumis a` son poids propre. Sa courbe est
celle d’une fonction cosinus hyperbolique et a une forme d’U [83]. Hooke de´crit la relation entre une
chaˆıne inverse´e qui forme une chaˆınette en tension sous poids propre et un arc en compression. Il a
e´crit sa conclusion dans le marge d’un de ses livres (Hooke 1675 [55]) sous forme d’anagramme. Ce
dernier une fois de´code´ donne “ut pendet continuum flexile, sic stabit contiguum rigidum inversum”,
traduit en franc¸ais donne “Un ensemble rigide d’objets contigus est stable dans la position inverse´e
d’un fil qui pend”. En 1748, Poleni utilise le concept de la chaˆınette inverse´e e´tablit par Hooke
pour de´montrer la stabilite´ de la coupole de la cathe´drale Saint-Pierre a` Rome (figure 2.3) (Block
et al. 2006 [18]).
Figure 2.3. Dessin de Poleni repre´sentant l’analogie de Hooke entre un arc et une chaˆınette et
l’application pour la cathe´drale St. Pierre (Poleni 1748 [72])
Cette me´thode a e´te´ utilise´e par l’architecte espagnol Antonio Gaudi, a` la fin du XIXe sie`cle. An-
toni Gaud´ı a adopte´ un processus d’auto-production sur un mode`le expe´rimental afin de de´terminer
la forme de la structure comple`te de l’ensemble du baˆtiment. Il a utilise´ cette technique pour la
chapelle colonia Guell et la Sagrada Familia situe´es a` Barcelone en Espagne. Dans son projet pour
l’e´glise de la Colonia Gu¨ell, il a utilise´ un mode`le de funiculaire en trois dimensions, environ 6 m
de long et 4 m de haut (correspondant a` une e´chelle d’environ 1 :10) (figure 2.4). Cette maquette
construite avec des fils a e´te´ charge´e par des sacs contenant du plomb. Cette me´thode de visuali-
sation de formes plus complexes lui a donne´ une liberte´ constructive sculpturale que les me´thodes
de simulation classiques, comme le dessin, ne pouvaient pas lui permettre (Huerta 2006 [56]). En
1983, la maquette suspendue de la chapelle a e´te´ reconstruite et est expose´e actuellement dans la
crypte de la Sagrada Familia (figure 2.5)(Graefe 2009 [42]).
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Figure 2.4. Mode`le suspendu de la chapelle
Colonia Gu¨ell
Figure 2.5. La reconstruction du mode`le sus-
pendu de Gaud´ı par l’IL (Graefe
2009 [42])
Depuis 1946, Frei Otto a` l’Universite´ de Stuttgart utilise les mode`les de chaˆınette inverse´e afin
de de´finir des structures possibles dont le poids propre produit uniquement des forces directes,
lorsqu’elles sont inverse´es ; les chaˆınettes, de part leur structure, ne transmettent pas de moment.
Un filet suspendu peut aussi eˆtre utilise´, a` condition qu’il soit sans cisaillement, pour de´terminer
la forme de doˆme la plus favorable statiquement sous un chargement de gravite´ et pour toute
condition aux limites. Une telle structure peut the´oriquement eˆtre extreˆmement mince, mais son
e´paisseur sera de´termine´e par la rigidite´ ne´cessaire pour re´sister au flambage et au chargement
asyme´trique.
Le mode`le suspendu simule la circulation des forces dans les membres line´aires tels que les
colonnes et les nervures, pre´sentant seulement des tensions dans les cordes. Ainsi, en retournant
la configuration du mode`le, une nouvelle structure est obtenue, qui, sous son propre poids, est
soumise uniquement a` des charges de compression axiale dans chaque e´le´ment et sans moments de
flexion. Un filet suspendu est particulie`rement approprie´ pour les structures en mac¸onnerie ayant
un poids propre important et qui ne peuvent pas supporter des forces de traction.
Selon IL10 Gitterschalen [6], la recherche de forme de gridshell peut eˆtre brie`vement re´sume´e
par : le mode`le suspendu, le mode`le inverse´ et le gridshell. Les fils, les caˆbles et les chaˆınes sont
des e´le´ments unidimensionnels non rigides qui assurent le support. L’e´le´ment non rigide assure la
forme du funiculaire suspendu a` ses extre´mite´s et charge´ par son poids propre. Ce que l’on appelle
inversion ce n’est autre que le retournement de la chaˆınette de 180◦. La ligne de pousse´e est la
forme ide´ale d’un arc rigide sous son poids propre ou sous une charge uniforme re´partie de fac¸on
similaire au poids propre sans moments de flexion et seulement sous l’effet une compression axiale.
Une chaˆıne, fixe´e ou pas a` ses extre´mite´s prend naturellement la forme la plus efficace lui per-
mettant de supporter certaines forces verticales. Dans le cas ou` cette chaˆıne est soumise seulement
a` son poids propre, elle prend une certaine forme funiculaire. Si d’autres forces sont ajoute´es, elle
se de´forme et prend la forme la plus ade´quate ayant un moment fle´chissant nul.
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Figure 2.6. Une maquette suspendue de l’IL
et, par retournement, le gridshell
correspondant Figure 2.7. Mode`le suspendu du gridshell de
Deubau et celui construit a` Essen
La me´thode la plus facile pour obtenir la forme la plus effective d’un arc, est, d’appliquer le
syste`me de chargement que l’arc doit supporter sur une chaˆıne puis inverser le re´sultat. La figure
2.6 montre une maquette suspendue faite par l’institut allemand fu¨r leichte Fla¨chentragwerke (IL)
pour les structures le´ge`res et par retournement le gridshell correspondant. Le premier projet de
gridshell conc¸u suivant la me´thode du filet inverse´ est celui de Deubau a` Essen (figure 2.7). Le
gridshell de Mannheim a aussi e´te´ conc¸u en se basant sur la me´thode du filet inverse´ (figures 2.8
et 2.9). Le mode`le suspendu a e´te´ construit a` une e´chelle de 1 :98,9. Ensuite la ge´ome´trie a e´te´
releve´e par photogramme´trie. Ces photos ont e´te´ traite´es pour produire un premier ensemble de
coordonne´es pour les nœuds du mode`le de la chaˆıne suspendue. Les coordonne´es ont e´te´ par la suite
corrige´es par la me´thode de densite´ de forces de telle sorte que tous les nœuds soient en e´quilibre
sous le poids propre (Happold et al. [46]).
Figure 2.8. Chaˆınette inverse´e du gridshell de
Mannheim
Figure 2.9. De´tail du mode`le inverse´e de
Mannheim
Heinz Isler a adopte´ par la suite la me´thode d’inversion dans le cas tridimensionnel continu
(figure 2.10). Selon lui, la me´thode d’inversion d’un tissu suspendu est “pour les proble`mes tridi-
mensionnels ce que la chaˆınette est pour les arcs bidimensionnels” (Chilton 2000 [30]). Il a utilise´
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cette me´thode pour la conception des coques en be´ton comme celle de la station de service Deitin-
gen Su¨d en Swisse (1968) (figure 2.11), les coques pour l’usine Sicli a` Gene`ve (1969), le the´aˆtre a`
Stetten et Gro¨tzingen (1976-1967), les coques du muse´e de l’air a` Du¨bendorf (1987) ainsi que des
couvertures de piscine et de terrain de tennis (Chilton 2010 [31]).
Figure 2.10. Mode`le de coque suspendu d’Isler
(Chilton 2000[30])
Figure 2.11. Coque en be´ton d’Isler pour une
station de service, Suisse
2.3 Recherche de forme par les mode`les nume´riques
Dans la me´thode de recherche de forme nume´rique, une se´quence de calculs ite´ratifs est utilise´e
pour de´terminer la solution optimum d’un proble`me, le point de de´part du processus e´tant la forme
initiale de la structure. Dans le processus ite´ratif de mise en forme, des algorithmes nume´riques
de´crivant la me´canique de la structure effectuent des ajustements jusqu’a` ce que l’e´quilibre statique
soit atteint. Le re´sultat de ce processus de recherche de forme est un mode`le nume´rique de la
structure, de´crivant la forme, les contraintes et de´formations sous les conditions de charge par un
ensemble de donne´es nume´riques et graphiques (Lewis 2003 [62]).
L’optimisation nume´rique est une me´thode approprie´e pour la recherche de forme de structures
pre´sentant des non-line´arite´ ge´ome´triques. Les deux techniques de recherche de forme que l’on peut
trouver dans la litte´rature et qui sont principalement utilise´es et de´veloppe´es au cours des dernie`res
de´cennies sont la me´thode de densite´ de force et la me´thode de relaxation dynamique.
La me´thode de densite´ de force (Julich 2006 [57]) s’est ave´re´e entre autre utile pour comple´ter
la me´thode du filet inverse´ traite´e dans le paragraphe 2.2.1. Elle permet de ge´ne´rer des formes de
structures uniquement en tension ou compression qui sont en e´quilibre statique et de passer d’un
syste`me non-line´aire a` un syste`me line´aire en introduisant des coefficients de densite´ de force. Dans
ce chapitre on s’inte´resse a` la seconde me´thode d’optimisation nume´rique : la relaxation dynamique.
Les principes de cette me´thode, ses applications, ainsi qu’une application de la me´thode sous un
logiciel d’e´le´ments finis, Abaqus 1, sont montre´s par la suite.
2.3.1 Me´thode de la relaxation dynamique
La me´thode de relaxation dynamique propose la de´termination de la position d’e´quilibre d’une
structure par un principe pseudo-dynamique cherchant le maximum de l’e´nergie cine´tique, qui
1Logiciel d’e´le´ments finis de´veloppe´ par SIMULIA branche de Dassault Systemes S.A.
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correspond bien, pour un syste`me conservatif, a` un minimum de l’e´nergie potentielle. C’est une
me´thode ite´rative qui de´crit le mouvement de la structure a` partir de l’instant de chargement
jusqu’a` sa position d’e´quilibre et cela en ajoutant un amortissement. A l’origine de cette me´thode,
Richard Southwell a de´veloppe´ une me´thode de relaxation pour la solution des e´quations aux
de´rive´es partielles par des approximations aux diffe´rences finies. Le concept de la me´thode, en lui
meˆme, a e´te´ e´tabli beaucoup plus toˆt par Rayleigh qui “a montre´ comment, en faisant disparaˆıtre
les vitesses, la solution des proble`mes statiques peut eˆtre extraite par une analyse des vibrations”
(Otter 1966 [66]). Le de´veloppement de cette me´thode est attribue´ a` Otter en 1964 pour l’e´tude
des re´servoirs sous pression en be´ton pre´contraint. Un an plus tard, la me´thode de relaxation
dynamique a e´te´ mise au point par Day [33] pour le meˆme type de proble`mes. A partir des anne´es
70, la me´thode a e´te´ largement de´veloppe´e par Barnes, pour l’analyse et la conception des structures
en tension. Plusieurs applications de cette me´thode ont e´te´ faites, parmi lesquelles l’on peut citer :
une e´tude sur les coques (Otter 1964 [67]), les toitures suspendues (Day 1965 [33]), les caˆbles
pre´contraints (Barnes 1975 [12]), les membranes et les structures gonflables (Barnes 1999 [13]) et
les structures poutres tensegrite´ et les gridshells (Adriaenssens 2001 [8], Douthe 2007 [34]).
Dans la relaxation dynamique, la recherche de forme est re´alise´e par un processus pseudo-
dynamique : La masse de la structure est localise´e aux nœuds et oscille autour de la position
initiale sous l’influence de forces exte´rieures. Graˆce a` un amortissement artificiel, les masses finiront
par se repositionner dans une position d’e´quilibre (Lewis 2003 [62]). Dans sa forme originale, le
processus ite´ratif utilise un amortissement visqueux, ou` le mouvement des nœuds est amorti par
des coefficients d’amortissement. Le processus alternatif, propose´ par Papadrakakis [70], utilisant
un amortissement cine´tique s’est ave´re´ plus stable et permet de converger plus rapidement lorsqu’il
s’agit de grands de´placements. Cette proce´dure trace le mouvement de la structure. Quand un pic
d’e´nergie cine´tique totale est de´tecte´, toutes les vitesses sont remises a` ze´ro et les calculs sont repris
avec la nouvelle ge´ome´trie. Les pics d’e´nergie diminuent ge´ne´ralement et le processus est re´pe´te´
jusqu’a` ce que toutes les vibrations ont e´te´ dissipe´es et que l’e´quilibre statique est atteint (Barnes
1999 [13]).
On pre´sente brie`vement dans ce qui suit le sche´ma de calcul par la me´thode de relaxation
dynamique. Pour plus de de´tails, on recommande de se re´fe´rer a` la the`se de Douthe [34].
La proce´dure de calcul comprend les e´tapes suivants :
1. De´finition de la ge´ome´trie initiale de la structure et du chargement applique´ ;
2. De´finition du parame`tre de convergence Elimc (un dixie`me du premier pic d’e´nergie cine´tique
par exemple) ;
3. Initiation des vitesses a` ze´ro ;











une structure en tension ou` T est la tension et L est la longueur de l’e´le´ment.
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ou` E est le module d’Young, S est la section et g est un facteur introduit par Barnes [13]
comme plus grand que 1 et cela pour prendre en compte le changement important de longueur
des liaisons au cours de l’analyse.






5. A l’ite´ration t = t+∆t
(a) Calcul des efforts inte´rieurs ;
(b) Calcul de la vitesse a` l’instant (t+∆t/2) comme suivant :
La force re´sultante pour n’importe quel nœud i est calcule´e avec la deuxie`me loi de
Newton pour chaque direction. Par souci de simplicite´, seule la direction en x est indique´e
ici :
Rtix = mi · V˙ tix (2.4)
ou`
Rtix est le re´sidu des efforts inte´rieurs et exte´rieurs au nœud i
mi est la masse du nœud i
V˙ tix est l’acce´le´ration au nœud i.











ix est la vitesse du nœud i a` l’instant (t+∆t/2)
V
t−∆t/2
ix est la vitesse du nœud i a` l’instant (t−∆t/2).
En substituant l’e´quation 2.5 dans l’e´quation 2.4, la vitesse a` l’instant (t+∆t/2) peut









(c) Calcul de la nouvelle ge´ome´trie a` l’instant (t+∆t) :
xt+∆ti = x
t
i +∆t · V t+∆t/2ix (2.7)















Si l’e´nergie cine´tique trouve´e est supe´rieure a` la pre´ce´dente, retourner a` l’e´tape 5a.
Si par contre, l’e´nergie cine´tique trouve´e est infe´rieure a` la pre´ce´dente, continuer a`
l’e´tape 6.
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6. Si l’e´nergie cine´tique trouve´e est infe´rieure a` la pre´ce´dente alors un pic en e´nergie cine´tique a
eu lieu quelque part entre les instants (t− 3∆t/2) et (t+∆t/2). Puisque le pic d’e´nergie est
survenu quelque temps avant, la ge´ome´trie actuelle, fixe´e a` xt+∆ti , devrait eˆtre corrige´e par
interpolation en une position plus exacte xt∗i correspondant a` l’instant t* (figure 2.12).
(a) Si Et+∆tc > E
lim
c , retourner a` l’e´tape 3.
(b) Si Et+∆tc < E
lim
c , la structure est conside´re´e en e´quilibre.
Δ Δ Δ
Figure 2.12. Interpolation de l’e´nergie cine´tique autour du pic
7. Arreˆt de l’algorithme. Ainsi la solution trouve´e est celle a` l’instant t*.
Lorsque le pas de temps de´passe une certaine valeur critique ou bien lorsque les masses nodales
fictives sont trop faibles, des instabilite´s nume´riques se produisent. Barnes [13] a de´montre´ que le







m est la masse nodale
K est la rigidite´.
La me´thode de relaxation dynamique n’est pas une analyse dynamique, mais elle utilise une
analyse dynamique fictive amortie afin de de´terminer la solution d’un proble`me statique. Contrai-
rement a` la me´thode de densite´ de force, la me´thode de relaxation dynamique ne ne´cessite pas
une grande manipulation de matrices mais plutoˆt plus d’ite´rations. Elle consiste en une somma-
tion vectorielle uniquement. En outre, la me´thode de relaxation dynamique montre une grande
stabilite´ nume´rique et est capable de re´soudre des proble`mes posse´dant une grande non-line´arite´.
Elle n’utilise pas de matrice de rigidite´ de la structure assemble´e et elle est donc particulie`rement
adapte´e aux proble`mes fortement non-line´aires (non-line´arite´ mate´rielle). En plus, elle est toujours
exprime´e en fonction des coordonne´es actuelles de la structure d’ou` elle permet l’analyse automa-
tique des structures en grands de´placements (non-line´arite´ ge´ome´trique). Cela la rend efficace pour
la mode´lisation de caˆbles pre´contraints et de membranes (Lewis 2003 [62]).
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La me´thode de relaxation dynamique a e´te´ adapte´e pour la recherche de forme de plusieurs
structures telles que le toit de la grande cour du British Museum, conc¸u par Chris Williams
(Williams 2001 [84]). Plusieurs structures de gridshells ont e´te´ conc¸ues en utilisant cette me´thode.
La recherche de forme du gridshell de Downland a e´te´ re´alise´e graˆce a` un programme informatique
s’appuyant sur la me´thode de relaxation dynamique, dont les de´tails de calcul ne sont pas acces-
sibles. A noter qu’un logiciel d’e´le´ments finis permettant l’application de la me´thode de relaxation
dynamique existe sous le nom de Oasys GSA2.
Au sein du laboratoire Navier a` l’e´cole des ponts, un outil nume´rique a e´te´ de´veloppe´ utilisant
l’algorithme de relaxation dynamique. L’imple´mentation (nomme´e AlgoRD) a e´te´ faite dans le
logiciel scientifique libre Scilab 3 (Douthe 2007 [34]). A l’issu de ce travail une recherche de forme
de gridshells en mate´riaux composites a e´te´ faite (Douthe 2010 [36]) et deux prototypes de gridshells
ont e´te´ contruits sur le site de l’Ecole des Ponts (paragraphe 1.3.4). Une autre e´tude sur la recherche
de forme de structures innovantes connues sous le nom de nexorades, des structures spatiales
propose´es par Baverel et Nooshin (Baverel 2000 [14] et [15]), a e´te´ faite (Douthe 2009 [35]).
2.3.2 La dynamique explicite en e´le´ments finis
La proce´dure d’analyse de la dynamique explicite dans Abaqus/Explicit est base´e sur la mise en
œuvre d’un processus d’inte´gration explicite ainsi que l’utilisation d’une matrice de masse diagonale
ou localise´e [7]. Les e´quations de mouvement sont inte´gre´es graˆce a` la me´thode des diffe´rences finies
centre´es. Le principe de ce sche´ma est de re´soudre l’e´quation d’e´quilibre pour l’instant t + ∆t a`
partir des donne´es de l’instant t.
Dans le sche´ma implicite, l’e´quation d’e´quilibre a` l’instant t + ∆t : F (ut+∆t) = 0 est re´solue
par re´currence sur l’incre´ment de temps. Le de´placement u(t+∆t) est calcule´ a` partir de la valeur
u(t) et de ces de´rive´es en t +∆t et aux instants pre´ce´dents. Ainsi :
u(t+∆t) = f(u˙(t+∆t), u¨(t+∆t), u(t), u˙(t), u¨(t), . . .) (2.10)
L’algorithme de calcul implicite se base sur des calculs ite´ratifs visant a` atteindre l’e´quilibre glo-
bal du syste`me a` chaque incre´ment de temps. La pre´sence de non-line´arite´s dans le proble`me oblige
a` une recherche ite´rative de cette solution (me´thode de Newton). Le module “Abaqus/Standard” du
code de calcul Abaqus repre´sente un code de calcul implicite pour les cas quasi-statiques, line´aires
ou non, thermiques, acoustiques, etc.
En revanche, dans le sche´ma explicite, la de´termination des de´placements u(t+∆t) se fait a` partir
du de´placement et de ces de´rive´es a` l’instant t et aux instants pre´ce´dents. Ainsi :
u(t+∆t) = f(u(t), u˙(t), u¨(t), . . .) = u(t) +∆tu˙(t) +∆t2u¨(t) +∆t3
...
u (t) +O(∆t4....u (t)) (2.11)
De cette manie`re, la solution a` l’instant t +∆t n’est fonction que des de´placements et de ces
de´rive´es (acce´le´ration et vitesse) au pas de temps pre´ce´dant t comme l’indique le syste`me suivant.




2Logiciel d’e´le´ments finis de´veloppe´ par Arup, http ://www.oasys-software.com/products/structural/gsa/
3Logiciel libre de calcul nume´rique de´veloppe´ en commun par l’ENPC et l’INRIA, http ://www.scilab.org/
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L’acce´le´ration calcule´e au temps t est utilise´e pour calculer la vitesse a` l’instant t+∆t/2 et le
















u est le de´placement
u˙ est la vitesse
u¨ est l’acce´le´ration
L’exposant i se rapporte au nombre d’incre´mentation alors que i + 12 et i − 12 renvoient a` des
valeurs mi-incre´mentales.
L’acce´le´ration est donne´e par la formule 2.14.
u¨ =M−1 · (F (i) − I(i)) (2.14)
ou`
M est la matrice de masse diagonale
F est le vecteur des charges applique´es
I est le vecteur des forces internes.
Ainsi, la proce´dure explicite ne requiert ni ite´rations ni matrices tangentes de rigidite´. Cet
algorithme se base sur un tre`s grand nombre d’incre´ments tre`s courts de´finis par la vitesse de
propagation d’une onde e´lastique Cd (e´quation 2.17). La limite de la stabilite´ de l’ope´rateur de













Le est la longueur caracte´ristique des e´le´ments
cd est la vitesse de propagation d’une onde e´lastique qui est une proprie´te´ des mate´riaux






ou` λ, ν et ρ sont respectivement les coefficients de Lame´ et la densite´ du mate´riau.
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2.3.3 Application de la me´thode de relaxation dynamique pour le cas de grid-
shells
Pour montrer l’analogie qui existe entre la relaxation dynamique et la dynamique explicite en
e´le´ments finis, on conside`re les exemples ci-dessous. Soit la grille repre´sente´e dans la figure 2.13
forme´e de 5 × 5 barres. On conside`re chaque poutre de longueur 12 m, de section circulaire de
diame`tre 50 mm et d’e´paisseur 2 mm, ce qui correspond a` une section de 3,016 cm2 et une inertie
de 8,7 cm4. Les poutres sont en mate´riaux composites ayant un module d’Young 35 GPa, un
coefficient de Poisson de 0,25 et une densite´ de 1600 kg/m3. Les poutres sont simplement appuye´es























Figure 2.13. Grille a` plat (5× 5) et sa de´forme´e correspondante
Trois calculs ont e´te´ faits en appliquant des charges verticales ascendantes au dessous des nœuds
de la grille. Un premier calcul est celui par la me´thode de relaxation dynamique en utilisant Al-
goRD de´veloppe´ par Douthe [34]. Le second calcul est sous Abaqus en statique non-line´aire. Alors
que le dernier est en dynamique explicite sous Abaqus. Le tableau 2.1 re´sume les de´placements
obtenus par les trois calculs.
Charge (N) De´placement maximal (m)
AlgoRD Abaqus (Statique NL) Abaqus (Dynamic/Explicit)
40 1,946 1,89 1,898
100 3,361 3,307 3,301
150 3,857 3,749 3,741
200 4,012 3,954 3,952
250 4,201 4,068 4,084
300 4,29 4,143 4,141
Tableau 2.1. Comparaison entre diffe´rentes me´thodes pour une grille 5× 5
Conside´rons maintenant la grille forme´e de 7 × 5 barres repre´sente´e par la figure 2.14. Les
poutres ont les meˆmes proprie´te´s que celles pre´ce´dentes.
























Figure 2.14. Grille a` plat (7× 5) et sa de´forme´e correspondante
On proce`de de la meˆme manie`re que pre´ce´demment. Le tableau 2.2 re´sume les de´placements
obtenus par les trois calculs. On remarque que, pour un chargement relativement petit, les trois
calculs donnent un re´sultat presque identique. En augmentant la charge, le calcul s’arreˆte avant
convergence pour le cas statique non-line´aire sous Abaqus.
Charge (N) De´placement maximal (m)
AlgoRD Abaqus (Statique NL) Abaqus (Dynamic/Explicit)
40 2,691 2,629 2,628
100 3,98 — 3,888
150 4,352 — 4,256
200 4,591 — 4,464
Tableau 2.2. Comparaison entre diffe´rentes me´thodes pour une grille 7× 5
Conside´rons enfin la grille forme´e de 7×7 barres repre´sente´e par la figure 2.15. Les poutres ont























Figure 2.15. Grille a` plat (7× 7) et sa de´forme´e correspondante
On proce`de de la meˆme manie`re que pre´ce´demment. Le tableau 2.3 re´sume les de´placements
obtenus par les trois calculs. Comme pour l’exemple pre´ce´dant, on remarque qu’en statique non-
line´aire sous Abaqus, le calcul s’arreˆte avant convergence en augmentant la charge. Les deux autres
calculs, AlgoRD et Abaqus/Explicit, donnent un re´sultat presque similaire.
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Charge (N) De´placement maximal (m)
AlgoRD Abaqus (Statique NL) Abaqus (Dynamic/Explicit)
10 1,669 1,637 1,636
100 5,278 — 5,204
150 5,617 — 5,445
200 5,754 — 5,589
Tableau 2.3. Comparaison entre diffe´rentes me´thodes pour une grille 7× 7
D’apre`s les trois exemples illustre´s pre´ce´demment, on remarque que la relaxation dynamique
ainsi que la statique non-line´aire et la dynamique explicite en e´le´ments finis peuvent aboutir a` des
re´sultats similaires dans le cas d’une structure simple. Par contre, en complexifiant la structure, la
statique non-line´aire ne semble plus eˆtre performante pour ce type de calcul ; le calcul s’arreˆte avant
convergence. La relaxation dynamique et la dynamique explicite sous Abaqus aboutissent tous les
deux a` des re´sultats similaires. La diffe´rence entre les deux re´side dans le fait que dans AlgoRD,
les poutres conside´re´es sont des poutres d’Euler-Bernoulli, alors que sous Abaqus/Explicit, des
poutres de Timoshenko sont utilise´es.
2.4 Conclusions
Dans ce chapitre, nous avons pre´sente´ deux me´thodes pour la recherche de forme de gridshells :
une me´thode expe´rimentale, la me´thode du filet inverse´ et une autre nume´rique, la me´thode de
la relaxation dynamique. Bien que ces deux me´thodes aient servi pour la recherche de forme de
plusieurs gridshells a` travers l’histoire, elles exigent une limitation dans la pre´diction de la forme
finale. En effet, ces me´thodes permettent de de´terminer la forme d’un gridshell a` partir de la
ge´ome´trie de la grille a` plat et des conditions limites impose´es. Ainsi la forme finale est le re´sultat
du calcul. Or un bureau d’e´tude est inte´resse´ par la forme finale, forme qui est de´termine´e au
pre´alable par l’architecte, et non par la forme de de´part. Le chapitre suivant fait le point sur les
me´thodes permettant le maillage d’un re´seau de Tchebychev sur une forme donne´e.
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Chapitre 3
Maillage d’un re´seau de Tchebychev
sur une forme
C
e chapitre a pour objectif d’introduire les diffe´rentes me´thodes de maillage d’un re´seau dit de
Tchebychev (cf. paragraphe 3.1) sur une surface qui pourraient eˆtre utilise´es pour la conception
d’un gridshell sur une surface. On de´taillera :
∗ Les me´thodes me´caniques et ge´ome´triques de drapage des renforts tisse´s.
∗ Une me´thode de maillage en e´le´ments finis.
∗ La me´thode du compas.
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3.1 Introduction
La de´finition de gridshell, donne´e par l’institut allemand pour les structures le´ge`res fu¨r leichte
Fla¨chentragwerke dans son œuvre IL10 Gitterschalen [6], peut eˆtre formule´e comme suit : “Un
gridshell est une structure de barres courbes dans l’espace. Les barres forment une grille plane
avec une maille rectangulaire et un espacement constant entre chaque nœud.” Ainsi, mailler un
gridshell sur une surface revient a` tracer un re´seau de barres courbes paralle`les et e´quidistantes, qui
en d’autres termes revient a` tracer des paralle´logrammes gauches. Mathe´matiquement, le proble`me
revient a` tracer un re´seau de Tchebychev sur une surface. Des mailleurs automatiques se basant
sur le diagramme de Voronoi ou d’autres (Frey et al. 1999 [38]) permettent de mailler des surfaces
en e´le´ments finis mais n’aboutissent pas force´ment a` des re´seaux de Tchebychev.
Dans ce chapitre, on e´voque les diffe´rentes me´thodes qui permettent de mailler un re´seau de
Tchebychev sur une surface. Le proble`me est tre`s proche de celui rencontre´ lors de la mise en forme
des renforts tisse´s pour l’e´laboration des composites. On de´crira ici les me´thodes nume´riques qui
sont classiquement utilise´es et leurs limites dans le cas de maillage de gridshell. Le de´veloppement
d’une me´thode de maillage d’un re´seau de Tchebychev utilisant un calcul e´le´ments finis qui fera l’ob-
jet du chapitre 4 est introduite. En dernie`re partie, on de´crit la me´thode du compas, une me´thode
ge´ome´trique de´crite dans l’IL10 Gitterschalen [6] bien adapte´e pour le maillage de gridshell.
3.2 Gridshell, tissu et re´seau de Tchebychev
Mathe´matiquement, mailler un gridshell sur une surface revient a` tracer un re´seau de Tche-
bychev. Cette me´thode a pour origine une confe´rence de Tchebychev en 1878 [79] portant sur la
coupe des veˆtements. La proble´matique e´tait d’habiller une surface par un tissu initialement plan.
Un tissu a` plat est conside´re´ forme´ de deux re´seaux de fils rectilignes entrecroise´s formant
des petits carre´s. Pour mettre le tissu en place, deux possibilite´s semblent eˆtre e´videntes. Dans la
premie`re, les angles sont maintenus a` 90◦ alors que les longueurs des arreˆtes varient. Tandis que
dans le second cas, la longueur est conserve´e tout en changeant les angles. Ce dernier cas me`ne a`
des re´seaux de Tchebychev (Popov 2002 [73]). Popov [73], se re´fe´rant a` Pogorelov 1974 [71], pre´cise
que l’on peut de´finir un ensemble infini de re´seau de Tchebychev sur une surface plane. Chaque
re´seau pourrait eˆtre de´fini comple`tement par deux lignes. Tchebychev a montre´ que toute surface
analytique re´elle est localement habillable (Ghys 2009 [40], Bieberbach 1926 [17]).
Conside´rons l’exemple de la figure 3.1. Conside´rons deux lignes quelconques U0 et V0 trace´s
arbitrairement a` partir d’un certain point O. Subdivisons ces deux lignes en une se´rie d’arcs de
longueur ρ suivant U0 et σ suivant V0. Trac¸ons l’arc de cercle de centreM1 et de rayon ρ et celui de
centre N0 et de rayon σ. Ces deux arcs se coupent en N1. En proce´dant de cette manie`re, les autres
points N1... Nn, K1... Kn, L1... Ln sont obtenus. Ainsi un re´seau de Tchebychev est obtenu et cela
en prenant des directions arbitraires de U0 et V0, d’ou` l’on peut de´finir une infinite´ de solution de
re´seau de Tchebychev sur une surface. On remarque dans ce qui suit que ce principe de re´seau de
Tchebychev est identique a` celui utilise´ par la me´thode du filet (paragraphe 3.3.1) et la me´thode
du compas (paragraphe 3.5).
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Figure 3.1. Re´seau de Tchebychev autour du point O
3.3 Me´thodes de´rive´es du drapage des renforts tisse´s
Le drapage des renforts tisse´s sur une moule, pour la fabrication d’une pie`ce composite par
exemple, est base´ sur les hypothe`ses que le tissu se de´forme principalement par cisaillement, que les
fibres ne sont pas extensibles et que la pre´sence de la re´sine est ne´glige´e. Durant la phase de la mise
en forme d’un certain type de renfort donne´ sur une ge´ome´trie de pie`ce donne´e, plusieurs de´fauts
peuvent se produire, tels que des plissements du tisse´, des de´chirures des fibres, des glissements
entre les re´seaux et des porosite´s re´siduelles. Plusieurs approches permettant le drapage des renforts
tisse´s existent dans la litte´rature. Dans la section suivante, on de´crit une approche ge´ome´trique
dite “me´thode du filet” et des approches me´caniques sous deux formes, continues ou discre`tes.
3.3.1 Approche ge´ome´trique par la me´thode du filet
La figure 3.2 repre´sente une configuration de re´fe´rence du tisse´ a` draper et sa configuration
de´forme´e. Les coordonne´es d’un point (xi, yi, zi) peuvent s’e´crire en fonction des coordonne´es curvi-
lignes Sα et Sβ. En supposant que les fibres sont inextensibles, on peut e´crire le tenseur d’e´longation
sous forme diffe´rentielle des coordonne´es curvilignes en fonction des coordonne´es de la configura-
tion de re´fe´rence. L’algorithme propose´ se re´sume en la re´solution d’un syste`me d’e´quations aux
de´rive´es partielles.
Robertson et al. [74] et Van West et al. [81] ont simplifie´ ce syste`me en un proble`me d’inter-
section de surfaces. Chaque nœud (i,j) est calcule´ a` partir des nœuds (i-1,j) et (i,j-1) et cela par
intersection entre la surface a` mailler et les deux sphe`res de centres respectifs les points (i-1,j) et
(i,j-1) et de rayons respectifs a et b. La de´termination des coordonne´es des nœuds du filet revient
a` re´soudre le syste`me d’e´quations de´fini par l’intersection de trois surfaces comme suit.
(xi,j − xi−1,j)2 + (yi,j − yi−1,j)2 + (zi,j − zi−1,j)2 = a2 (3.1)
(xi,j − xi,j−1)2 + (yi,j − yi,j−1)2 + (zi,j − zi,j−1)2 = b2 (3.2)
F (xi,j , yi,j , zi,j) = 0 (3.3)
3.3 Me´thodes de´rive´es du drapage des renforts tisse´s 47
ou`
F (xi,j , yi,j , zi,j) est l’e´quation parame´trique de la surface.
Figure 3.2. Configuration de re´fe´rence et configuration de´forme´e
On verra, dans le paragraphe 3.5, qu’a` ce stade la me´thode, purement ge´ome´trique, est aussi dite
me´thode du compas. Cette me´thode a e´te´ enrichie par Van Der Weee¨n (Van Der Weee¨n 1991 [80])
qui conside`re que le chemin fibreux entre deux nœuds est en plus ge´ode´sique sous l’hypothe`se que le
frottement entre le tissu et la surface a` draper soit ne´gligeable. Van Der Weee¨n a pre´sente´ ainsi trois
algorithmes pour le drapage des tissus sur des surfaces courbes arbitraires. Un de ces algorithmes
se base sur la minimisation de l’e´nergie e´lastique dans chaque cellule du tissu, tandis que les deux
autres, l’algorithme du filet et l’algorithme de mosa¨ıque, sont ge´ome´triques et permettent de placer
un filet inextensible sur une surface le long des lignes ge´ode´siques.
L’algorithme du filet (fishnet algorithm en anglais) constitue l’approche ge´ome´trique, aussi
nomme´e cine´matique, la plus utilise´e. Cette me´thode repose sur les hypothe`ses suivantes :
– les me`ches sont inextensibles ;
– les intersections entre les re´seaux chaˆıne et trame ne peuvent pas glisser ;
– les rotations entre les deux re´seaux sont libres ;
– le contact du tisse´ avec la surface de l’outil se fait sans glissement ;
Dans l’algorithme du filet, le tissu est remplace´ par un re´seau de fibres qui sont place´es sur
la surface le long des courbes ge´ode´siques locales. Les tissus sont conside´re´s comme une suite de
mailles re´gulie`res inextensibles compose´es de fibres de chaˆıne et de trame et qui se de´forment par
cisaillement angulaire. Connaissant la position de deux points voisins A et B et connaissant les
longueurs AC et BC, la position d’un noeud C peut eˆtre de´termine´e (figure 3.3). Le point C n’est
autre que l’intersection des deux ge´ode´siques issues de A et B ve´rifiant les longueurs AC et BC.
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Figure 3.3. De´termination du point C a` partir de deux points A et B connus par la me´thode du
filet
Afin d’initier le drapage, un premier point doit eˆtre choisi ainsi que deux directions initiales
dont de´pendra le maillage par la suite. Dans la formulation continue propose´e par Van Der Wee¨n,
la surface a` draper est repre´sente´e par une e´quation analytique parame´tre´e, d’ou` la difficulte´ d’ap-
pliquer une maille e´le´mentaire du tissu sur une surface quelconque non parame´tre´e. Pour re´soudre
ce proble`me, Borouchaki et Cherouat (Borouchaki et al. 2003 [22]) ont propose´ une nouvelle ap-
proche ge´ome´trique reposant sur la me´thode du filet permettant de draper de proche en proche
une surface. La surface a` draper est conside´re´e comme un ensemble de surfaces d’e´le´ments discrets.
Cette me´thode repose sur l’hypothe`se qu’une maille e´le´mentaire du tissu ne peut subir que des
de´formations en cisaillement. La figure 3.4 montre un exemple d’application de la me´thode sur une
pie`ce me´canique et cela pour deux directions initiales de renforts (Borouchaki et al. 2003 [22]).
Figure 3.4. Drapage d’une pie`ce me´canique a` 0◦ (gauche) et 45◦ (droite) [22]
Bien que cette me´thode soit tre`s rapide et efficace, elle ne prend pas en conside´ration ni les
conditions aux limites ni les efforts cre´es par les outils et le glissement possible du tissu par rapport
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aux outils ni le comportement du tissu. D’ou` l’on pourra aboutir a` des re´sultats identiques quelque
soit le mate´riau (Van De Weee¨n 1991 [80]). Cette me´thode est commercialise´ dans plusieurs outils
industriels permettant le drapage de renforts tisse´s comme FiberSIM de Vistagy group, PamForm
et ESI-QuickForm de ESI group.
3.3.2 Approches me´caniques
Contrairement a` l’approche cine´matique, l’approche me´canique permet d’introduire les condi-
tions aux limites et le comportement du mate´riau. Dans cette partie, on s’est base´ sur le chapitre
“Finite element analysis of composite forming” publie´ par Philippe Boisse dans l’ouvrage “Com-
posite forming technologies” (Boisse 2007 [21]). Deux approches existent pour mode´liser les fibres
du tissu en e´le´ments finis. La premie`re approche, dite continue, conside`re le tissu comme une sur-
face continue, ce qui implique l’hypothe`se qu’il y a pas de glissement entre les deux directions
de fibres. Tandis que la deuxie`me approche, dite me´soscopique ou discre`te, repre´sente la surface
du tissu comme une discre´tisation en e´le´ments. Cette approche permet d’inclure tous les aspects
du mate´riau, tels que les directions des fibres. Ces deux approches, ainsi qu’une troisie`me dite
semi-discre`te qui a e´te´ propose´e par Boisse, sont de´crites brie`vement dans ce qui suit.
3.3.2.1 Approche continue
Dans l’approche continue, le tissu en composite est conside´re´ comme e´tant une surface conti-
nue au cours de sa mise en forme, ainsi la the´orie des milieux continus peut eˆtre utilise´e. Cette
approche repose sur l’hypothe`se qu’il n’existe pas de glissement important entre les me`ches. Les
lignes initialement droites a` plat se de´forment mais restent continues apre`s le processus de formage
(figure 3.5) (Boisse 1994 [19]). Deux approches continues sont de´crites dans la suite.
Figure 3.5. De´formation de lignes droites trace´es avant la mise en forme (Boisse 1994 [19])
a- Mode`le hypoe´lastique pour les mate´riaux fibreux
Dans cette me´thode, le milieu est conside´re´ comme ayant une seule direction de fibre. Ces
approches sont base´es sur la formulation conditionnelle de Jaumann ou celle de Green Naghdi.
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Dans la formulation de Green Naghdi, la loi de comportement est hypoe´lastique et le tenseur
des de´formations et celui des contraintes de Cauchy sont de´finis par un cumul tensoriel dans
les re´fe´rentiels tournants. Cette approche n’est pas utilisable pour la mode´lisation en grandes
transformations, comme les rotations ne co¨ıncident pas avec celles des fibres. Le tenseur C dans
la base actuelle {κt} est obtenu par un transport rotationnel du tenseur 0C dans la base initiale
{κ0} comme suit :
C =0 Cijklκti ⊗ κtj ⊗ κtk ⊗ κtl (3.4)
La loi constitutive hypoe´lastique s’e´crit sous la forme :
σ∇ = C : D (3.5)
ou`
D est le tenseur taux de de´formation





L’approche ainsi de´crite est formule´e dans le cas d’une seule direction de fibres. Dans le cas des
renforts tisse´s, il existe deux directions de fibres, et le comportement est loin d’eˆtre orthotrope en
raison des variations angulaires possibles entre les me`ches. Toutefois, l’approche pourra eˆtre utilise´e
en superposant au meˆme point deux mate´riaux ayant chacun sa propre direction mate´rielle. Mais
cette superposition n’inte`gre pas l’interaction entre les deux re´seaux de me`ches. Afin de prendre
en conside´ration les variations angulaires, il est ne´cessaire d’abandonner la de´rive´e rotationnelle et
d’utiliser la de´rive´e de Lie base´e sur le tenseur gradient de la transformation F
N
.
Hage`ge dans sa the`se (Hage`ge 2004 [43]) mode´lise le comportement des renforts fibreux et cela
en formulant deux the´ories, celle du milieu continu e´quivalent orthotrope fibreux et celle du milieu
continu e´quivalent anisotrope fibreux. Ces deux mode`les sont imple´mente´s et teste´s nume´riquement
dans Abaqus/Explicit. Une formulation ge´ne´rale des milieux continus orthotropes est propose´e. Un
formalisme est mis en place dans le cadre euclidien et pre´cise les concepts couramment utilise´s dans
les approches hypoe´lastiques en grandes transformations. Ce qui permet de de´duire une the´orie du
milieu continu e´quivalent orthotrope.
b- Mode`le constitutif non orthogonal
La loi constitutive est formule´e dans une base non orthogonale forme´e par des directions
mate´rielles du renfort. Soient x’ et y’ les coordonne´es dans la base orthogonale, ξ et η celles
dans la base non orthogonale. Le tenseur de contraintes sur un e´le´ment est compose´ dans les deux
bases comme le montre la figure 3.6.
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Figure 3.6. Composantes du tenseur de contraintes sur un e´le´ment en base orthogonale et non-
orthogonale (Xue et al. 2003 [86])
Ces approches ont e´te´ de´veloppe´es par Xue et Yu ([86] et [87]). Le mode`le suppose un de´couplage
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D11, D22, D12etD21 sont les coefficients de tension
D33 est un coefficient de cisaillement
β est un coefficient qui permet de diffe´rencier la contribution des deux contraintes de cisaille-
ment.
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est la matrice de passage de la base non orthogonale a` la base orthogonale.
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est la matrice de passage de la base orthogonale a` la base non orthogonale.
Ces expressions permettent d’exprimer la loi constitutive en base locale puis en base orthogonale







































3.3.2.2 Approche discre`te ou me´soscopique
Dans l’approche discre`te, le tissu fibreux est mode´lise´ par de petits e´le´ments. Les e´le´ments les
plus fre´quents pour de´crire les me`ches sont les e´le´ments poutres ou barres (figure 3.7) (Sharma
et al. 2003 [76]). Le contact entre les e´le´ments est assure´ en e´le´ments finis par des ressorts. Un
avantage de cette approche est de pouvoir prendre compte la structure interne, comme la direction
des fibres, dans la mode´lisation du mate´riau. Le majeur inconve´nient de cette approche c’est d’eˆtre
incapable d’e´valuer la tension des fibres et de prendre en conside´ration les proprie´te´s de la re´sine.
Figure 3.7. Cellule e´le´mentaire compose´e de 4 barres pour les me`ches et une barre pour le ci-
saillement (Sharma et al. 2003 [76])
3.3.2.3 Approche semi-discre`te
Cette approche associe a` la fois la me´thode des e´le´ments finis a` l’analyse me´soscopique (Boisse
1994 [19]). Cette me´thode suppose que deux me`ches initialement superpose´es le restent apre`s for-
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mage. Les fibres sont sollicite´es uniquement en tension dans la direction h1 et cela en raison de
leurs petits diame`tres par rapport aux longueurs. Dans le cas de me`ches bidirectionnelles, les fibres
sont sollicite´es par des tensions dans les directions h1 et h2 (figure 3.8).
Le tenseur de tension dans un re´seau de me`ches bidirectionnelles est donne´ par :
T = T 11 h1 ⊗ h1 + T 22 h2 ⊗ h2 (3.12)
ou`









Ai est la section des me`ches de la direction i
σ11 et σ22 sont les contraintes de Cauchy de´finies par :
σ = σii hi ⊗ hi (3.14)
Figure 3.8. Sollicitations dans le cas (a) d’une fibre, (b) d’une me`che, (c) d’un re´seau de me`ches
A la suite, une e´quation d’e´quilibre globale peut eˆtre e´crite. Des essais expe´rimentaux, ainsi que
des simulation par e´le´ments finis ont e´te´ faits afin de de´terminer les diffe´rents facteurs ne´cessaires
dans cette e´quation. En prenant l’e´quilibre dynamique global simplifie´, un e´le´ment fini a` quatre
nœuds a` e´te´ introduit pour la simulation d’une cellule de tisse´ (figure 3.9). Cet e´le´ment fini est
compose´ de ncelle cellules e´le´mentaires. Les directions des fibres sont prises celles des coordonne´es
naturelles de l’e´le´ment de re´fe´rence ξ1 et ξ2 et cela pour des raisons nume´riques.
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Figure 3.9. E´le´ment fini a` quatre nœuds de cellules de tisse´s (Aimene 2007 [9])
3.3.3 Conclusions sur les me´thodes de´rive´es du drapage des renforts tisse´s
Nous avons pre´sente´ dans cette partie plusieurs approches permettant le drapage des renforts
tisse´s, une me´thode ge´ome´trique et d’autres me´caniques. La me´thode ge´ome´trique, dite me´thode
du filet, permet le maillage d’un re´seau de tchebychev sur une surface d’une fac¸on identique a` la
me´thode du compas que l’on de´taillera dans la suite. Dans sa version enrichie, les lignes ge´ode´siques
ont e´te´ conside´re´es comme chemins pour les filets. D’autres part, dans les me´thodes me´caniques
pre´sente´es, le tisse´ pre´sente un mode`le dont la complexite´ n’est pas ne´cessaire pour le cas d’un
gridshell. C’est pour ces raisons qu’on a introduit une me´thode de maillage par calcul e´le´ments
finis explicites tout en inspirant de travaux de la mise en forme des renforts tisse´s.
3.4 Re´seau de Tchebychev par une me´thode de calcul e´le´ments
finis explicites
En s’inspirant des travaux traitant la mise en forme des renforts tisse´s (Boisse 2007 [21]), une
me´thode de maillage de gridshell sur une surface a e´te´ introduite au cours de cette the`se et fera l’ob-
jet du chapitre 4. Cette me´thode consiste a` mailler une grille bidirectionnelle initialement a` plat sur
une surface de forme impose´e en utilisant une me´thode explicite d’e´le´ments finis Abaqus/Explicit
de´crite dans le paragraphe 2.3.2.
La figure 3.10 repre´sente les e´tapes de maillage sur une demi-sphe`re. Une grille bidirectionnelle,
initialement a` plat, est mise en place au dessus d’une surface fixe a` forme bien de´finie. Le glissement
entre la grille et la surface est permis. Les barres sont infiniment raides en tension. Un syste`me
de force applique´ verticalement sur la grille lui permet de prendre la forme de la surface de´sire´e.
La me´thode, ainsi de´crite, permet de mailler une surface par un re´seau de barres paralle`les et
e´quidistantes. Le maillage re´sultant repre´sente donc un re´seau de Tchebychev. Cette me´thode sera
de´taille´e dans le chapitre 4.
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Figure 3.10. Etapes de maillage d’une demi sphe`re par e´le´ments finis
3.5 Me´thode du compas
3.5.1 Description ge´ne´rale de la me´thode du compas
La “me´thode du compas”, de´crite dans l’ouvrage IL10 Gitterschalen [6], permet de cre´er un
re´seau de paralle´logrammes sur une surface quelconque et cela, comme son nom l’indique, en uti-
lisant uniquement un compas. Nous l’avons de´ja` aborde´e dans le paragraphe 3.3.1 puisqu’elle est
incluse dans la me´thode du filet. Nous en de´taillerons ici la mise en œuvre. Pour simplifier l’expli-
cation de la me´thode, on conside`re une surface plane. Tout d’abord, deux lignes dites directrices,
qui doivent s’intercepter entre elles, sont choisies d’une fac¸on arbitraire. Un pas de maillage, qui
servira par la suite comme rayon du compas, est fixe´. En partant du point d’intersection des deux
directrices, ces dernie`res sont subdivise´es a` l’aide d’un compas suivant le pas de maillage de´fini
comme l’indique la figure 3.11. Ainsi, les directrices sont subdivise´es en de petits segments de
longueurs e´gales et le plan est partage´ en quatre re´gions.
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Figure 3.11. Construction et subdivision des directrices (IL10 Gitterschalen [6])
Conside´rons maintenant une de ces quatre re´gions du plan. En partant du point d’intersection
des deux directrices, trois points du maillage sont connus : le point d’intersection lui-meˆme et les
deux points voisins trace´s sur chaque directrice. De ces deux derniers points, deux cercles, ayant le
pas de maillage comme rayon, peuvent eˆtre trace´s. Leur intersection correspond au quatrie`me point
du paralle´logramme. La proce´dure est re´pe´te´e plusieurs fois jusqu’a` ce que le cadran conside´re´ soit
maille´ en entier. Ainsi, le maillage est construit de proche en proche comme le montre la figure
3.12.
Figure 3.12. Construction du maillage de proche en proche (IL10 Gitterschalen [6])
De la meˆme manie`re, les trois autres re´gions sont maille´es. Une fois les points de maillage
trace´s, chaque nœud de l’inte´rieur du filet est relie´ aux quatre nœuds adjacents par des segments
de droite. Le maillage final obtenu a` l’aide de la me´thode du compas est repre´sente´ sur la figure
3.13.
Figure 3.13. Maillage final obtenu par la me´thode du compas (IL10 Gitterschalen [6])
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Dans le cas de surfaces tridimensionnelles, le principe de la construction du maillage est le
meˆme que celui dans le plan. La figure 3.14 repre´sente les diffe´rentes e´tapes de maillage dans le
cas d’une sphe`re.
Figure 3.14. E´tapes de maillage d’une sphe`re a` l’aide de la me´thode du compas
Au cours de l’application de la me´thode du compas, il faudra bien choisir les directrices et le pas
du maillage. En effet, dans l’IL10 Gitterschalen plusieurs remarques ont e´te´ faites sur la ge´ome´trie
du maillage obtenu, tout en mettant en e´vidence l’importance de ce choix, parmi lesquelles :
– le choix du premier point de maillage et de directions des lignes directrices ont une influence
sur la possibilite´ de mailler une surface en entier ou en parties ;
– la variation de l’angle entre les deux directrices a une influence sur le contour de la surface a`
mailler. La de´monstration a e´te´ faite sur un cercle, un rectangle, un triangle et une surface
bidimensionnelle ;
– le contour de la surface a` mailler change aussi en passant de directrices courbes en directrices
line´aires ;
– le choix des axes principales et des courbures tout au long des directrices peut aboutir a` un
chevauchement dans le maillage.
A la suite de la partie sur les grilles planes, une seconde partie de l’IL10 Gitterschalen porte
sur le de´veloppement de grilles sur des surfaces courbes. Des e´tudes sur une sphe`re, un tore et une
surface sous la forme de “amoeba” ont e´te´ faites. Selon l’IL10 Gitterschalen, cette me´thode permet
le de´veloppement de grilles sur des surfaces qui ne peuvent pas eˆtre mis en place par les me´thodes
graphiques habituelles de la ge´ome´trie descriptive : “par exemple les surfaces selles avec courbure
anticlastique, les surfaces bombe´es avec courbure synclastique et les surfaces arbitraires pre´sentant
des courbures variables” 1.
3.5.2 E´tapes de maillage nume´rique par la me´thode du compas
Dans ce paragraphe, on de´crit les e´tapes de maillage d’une surface quelconque a` l’aide de la
me´thode du compas. Ces e´tapes sont adapte´es de fac¸on a` eˆtre utilise´es avec un algorithme ge´ne´tique
dans le chapitre 5 dans le but d’optimiser les courbures dans la grille. La programmation a e´te´
re´alise´e sous le logiciel Matlab [52].
Conside´rons une surface, d’e´quation carte´sienne F (x, y, z) = 0, que l’on de´sire mailler a` l’aide
de la me´thode du compas. La premie`re e´tape consiste a` tracer deux directrices arbitraires (D1) et
(D2) qui se croisent en un seul point A(xA, yA, zA) comme repre´sente´ sur la figure 3.15.
1IL10 Gitterschalen [6] page 165.








Figure 3.15. Repre´sentation des deux directrices sur la surface a` mailler
Soit α1 l’angle que fait en A la directrice (D1) avec la direction de l’axe des x. Connaissant le
point A(xA, yA, zA), l’angle α1 et le pas de maillage w, le premier point M1 sur la directrice peut
eˆtre de´termine´ (figure 3.16). Il n’est autre que l’intersection de la surface S, du plan (P ) passant
par A et faisant un angle α1 avec le plan (xOz) et de la sphe`re passant par A et de rayon w. La
re´solution du syste`me 3.15 donne les coordonne´es du point M1.

F (x, y, z) = 0
(x− xA). tanα1 − (y − yA) = 0
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Figure 3.16. De´termination du point M1 sur la directrice (D1)
Les autres points Mi de la directrice (D1) peuvent eˆtre de´termine´s ensuite et cela tout en
connaissant le pointMi−1, le pas de maillage w et l’angle γi−1 que fait (Mi−1Mi) avec (Mi−2Mi−1)
(figure 3.17).Mi re´sulte de l’intersection de la surface S, du plan (Pi−1) passant parMi−1 et faisant
un angle θi−1 avec avec le plan (xOz) et de la sphe`re passant parMi−1 et de rayon w. La re´solution
du syste`me 3.16 donne les coordonne´es du point Mi. En proce´dant ainsi, les deux directrices (D1)
et (D2) peuvent eˆtre trace´es sur la surface (figure 3.18).







Figure 3.17. De´termination d’un point Mi sur la directrice

F (x, y, z) = 0
(x− xMi−1). tan θi−1 − (y − yMi−1) = 0
(x− xMi−1)2 + (y − yMi−1)2 + (z − zMi−1)2 = w2
(3.16)
Avec







Figure 3.18. Trace´ des deux directrices avec la me´thode du compas
Ainsi, les points Mi et les points Nj sont trace´s respectivement sur les directrices (D1) et (D2).
On conside`re maintenant la partie de la surface de´limite´e par le segment de droite de (D1) situe´ a`
droite du point A et celui de (D2) situe´ en bas du point A. En partant du point d’intersection A,
et en connaissant les points M1 et N1, le point P(1,1) peut eˆtre de´termine´ (figure 3.19). Il constitue
l’intersection des deux sphe`res de centres respectifs M1 et N1 et de rayon w avec la surface a`
mailler. Les coordonne´es du point P(1,1) sont les solutions du syste`me 3.18.
F (x, y, z) = 0
(x− xM1)2 + (y − yM1)2 + (z − zM1)2 = w2
(x− xN1)2 + (y − yN1)2 + (z − zN1)2 = w2
(3.18)











Figure 3.20. De´termination d’un point P(i,j)
du maillage
De la meˆme manie`re, le point P(i,j) constitue l’intersection des deux sphe`res de centres respectifs
P(i−1,j) et P(i,j−1) et de rayon w avec la surface a` mailler (figure 3.20). Les coordonne´es du point
P(i,j) sont les solutions du syste`me 3.19. Ainsi, la partie conside´re´e est maille´e de proche en proche
(figure 3.21). De la meˆme fac¸on, les trois autres parties de la surface sont maille´es.
F (x, y, z) = 0
(x− xP(i−1,j))2 + (y − yP(i−1,j))2 + (z − zP(i−1,j))2 = w2





Figure 3.21. Maillage du proche en proche de la surface
On conside`re pour la suite les nomenclatures suivantes, repre´sente´es sur la figure 3.22 :
• w est le pas de maillage.
• A(xA, yA, zA) est le point d’intersection des deux directrices (D1) et (D2), conside´re´ comme
le point d’initiation du maillage.
• α1 est l’angle que fait au point A la directrice (D1) avec la direction de l’axe des x (a` droite
du point A).
• α2 est l’angle que fait au point A la directrice (D1) avec la direction de l’axe des x (a` gauche
du point A).
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• β1 est l’angle que fait au point A la directrice (D2) avec la direction de l’axe des x (en haut
du point A).
• β2 est l’angle que fait au point A la directrice (D2) avec la direction de l’axe des x (en bas
du point A).
• γ1i repre´sentent les angles de variations de la directrice (D1) (a` droite du point A).
• γ2j repre´sentent les angles de variations de la directrice (D1) (a` gauche du point A).
• ²1k repre´sentent les angles de variations de la directrice (D2) (en haut du point A).
• ²2l repre´sentent les angles de variations de la directrice (D2) (en bas du point A).
• i, j, k, l sont des indices allant de 0 jusqu a` nγ1, nγ2, n²1, n²2 respectivement.

















Figure 3.22. Nomenclature du maillage
3.5.3 Exemples de maillage de surfaces par la me´thode du compas
Les e´tapes de la me´thode du compas, comme de´crites dans le paragraphe 3.5.2, ont e´te´ imple´mente´es
sous Matlab. Afin d’illustrer cette me´thode, on pre´sente dans cette partie diffe´rents exemples de
surfaces maille´es par la me´thode du compas, et ce afin d’avoir quelques e´le´ments de re´ponse sur
les limites de la me´thode. Le premier cas conside´re´ est celui d’une surface bidimensionnelle. Deux
surfaces a` double courbure positives sont pre´sente´es par la suite : une sphe`re et un ellipso¨ıde.
Ensuite on montre deux surfaces a` double courbure ne´gative : la premie`re surface de Scherk et
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un parabolo¨ıde hyperbolique. Enfin deux surfaces pre´sentant des doubles courbures positives et
ne´gatives sont montre´es : une surface ayant une e´quation sinuso¨ıdale et un tore.
3.5.3.1 Maillage d’une surface bidimensionnelle
Conside´rons, comme premier exemple, un cas bidimensionnel. Soit la surface d’e´quation :
2.x+ 3.y − z − 5 = 0 (3.20)
avec
{
−5 ≤ x ≤ 5
−5 ≤ y ≤ 5
Le maillage de cette surface avec un pas de maillage de´ 0,5 unite´ a` l’aide de la me´thode du
compas est montre´ sur la figure 3.23. Les deux directrices sont conside´re´es orthogonales se croisant




Figure 3.23. Maillage de la surface 2.x+ 3.y − z − 5 = 0
Conside´rons maintenant le cas ou` les deux directrices font un angle α entre elles comme le
montre la figure 3.24. Le maillage est fait pour des valeurs de x entre Xmin1 et Xmax1, y entre
Y min1 et Y max1 et z entre Zmin1 et Zmax1. On remarque bien que l’on ne re´ussit qu’a` mailler
une partie de la surface, la zone hachure´e de la figure 3.24 mais pas la surface en entier. Pour
pouvoir mailler une zone plus grande, on introduit au proble`me des nouvelles bornes Xmin2,
Xmax2, Y min2, Y max2, Zmin2, et Zmax2. La surface plus grande est maille´e puis on coupe
pour obtenir le maillage de la surface initiale. Ainsi, les nouvelles bornes telles que introduites
dans l’algorithme sont :
• Xmin2 = Xmin1 − |Xmin1| et Xmax2 = Xmax1 + |Xmin1|
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• Y min2 = Y min1 − |Y min1| et Y max2 = Y max1 + |Y max1|








Figure 3.24. Limites du maillage d’un plan
3.5.3.2 Maillage d’une surface a` double courbure positive
a. Maillage d’une sphe`re
Conside´rons comme premie`re surface a` double courbure positive la sphe`re de centre O(0,0,0)
et de rayon 10 unite´s. La surface a comme e´quation carte´sienne :
x2 + y2 + z2 = 100 (3.21)
On de´sire mailler cette sphe`re avec un pas de maillage d’une unite´, en partant du point A(0,0,10)
et avec un angle de 90◦ entre les deux directrices. Ainsi, α1 = α2 = 0, β1 = β2 = 90 et tous les
angles γ1i, γ2j , ²1k et ²2l sont nuls. De cette fac¸on, les directrices suivent les deux grands cercles
passant par A et faisant respectivement 0◦ et 90◦ avec l’axe des x.
Le maillage est repre´sente´ sur la figure 3.25. On remarque qu’au fur et a` mesure que l’on
progresse, le maillage devient de plus en plus resserre´ jusqu’au moment ou` il se chevauche (figure
3.25). Le point de chevauchement est repe´re´ a` une hauteur de 17 unite´s du sommet. Il est identifie´
dans les quatre zones limite´es par les deux directrices. Il est situe´, selon l’IL10 [6], a` 3/8 de la
circonfe´rence a` partir du point d’initiation du maillage A. Il est remarquable que la position des
points de chevauchement est inde´pendante du pas de maillage. Par contre, la position de ces points
varient avec l’angle entre les deux directrices ; Plus l’angle est petit, plus le point de recouvrement
est bas (figure 3.26). Ainsi il s’est ave´re´ impossible de mailler une sphe`re comple`te par la me´thode
du compas. Le maillage d’une he´misphe`re est montre´ sur la figure 3.27.
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(a) (b) (c)
Figure 3.25. Maillage d’une sphe`re par la me´thode du compas : (a)Vue en perspective ; (b)Vue de
face ; (c)Vue de dessous
Figure 3.26. Influence de l’angle entre les directrices sur le chevauchement du maillage
A
Vue isométrique Vue de dessus
Figure 3.27. Maillage d’un he´misphe`re
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b. Maillage d’un ellipso¨ıde












−10 ≤ x ≤ 10
−5 ≤ y ≤ 5
Conside´rons l’ellipso¨ıde complet, c.a`.d. ayant −5 ≤ z ≤ 5. Le pas de maillage est pris e´gale a`
une unite´ et les deux directrices sont orthogonales et se croisent au point A(0,0,5). Comme pour le
cas de la sphe`re, le maillage de l’ellipso¨ıde se chevauche a` une certaine altitude. Par essai-erreur,
ce point de chevauchement a e´te´ de´tecte´ a` 8 unite´s du point A pour cet exemple. Cette hauteur
est fonction des trois demi-axes.
On se limite alors a` la moitie´ de l’ellipso¨ıde conside´re´. La figure 3.28 repre´sente le maillage de
cette surface a` l’aide de la me´thode du compas.
Vue isométrique Vue de dessus
A
Figure 3.28. Maillage d’un ellipso¨ıde
3.5.3.3 Maillage d’une surface a` double courbure ne´gative
a- Maillage de la premie`re surface de Scherk
















≤ y ≤ pi
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Figure 3.29. Repre´sentation de la premie`re surface de Scherk
La figure 3.30 repre´sente un maillage de la premie`re surface de Scherk en partant du point




Figure 3.30. Maillage de la surface de Scherk de la figure 3.29
b- Maillage d’un parabolo¨ıde hyperbolique
Conside´rons un parabolo¨ıde hyperbolique de´finie par l’e´quation carte´sienne :
z = x2 − y2 (3.24)
3.5 Me´thode du compas 67
avec
{
−1 ≤ x ≤ 1
−1 ≤ y ≤ 1
La figure 3.31 repre´sente le maillage du parabolo¨ıde hyperbolique avec la me´thode du compas
en partant du point A(0,0,0), avec un pas de maillage de 0,3 unite´ et deux directrices orthogonales.
A
Vue isométrique Vue de dessus
Figure 3.31. Maillage d’un parabolo¨ıde hyperbolique
3.5.3.4 Maillage d’une surface a` double courbure positive et ne´gative
a- Maillage d’une surface sinuso¨ıdale
Conside´rons la surface illustre´e par la figure 3.32 de´finie par l’e´quation carte´sienne :
z = 0.05.x. sin(x) + sin(y) (3.25)
On conside`re la partie de cette surface de´limite´e par 0 ≤ x ≤ 10 et 0 ≤ y ≤ 4. La figure 3.33
repre´sente le maillage de cette partie du tore en partant du point A(5,2,0,669566), avec un pas de
maillage de 0,5 unite´ et deux directrices orthogonales.
















Figure 3.32. Repre´sentation de la surface d’e´quation z = 0.05.x. sin(x) + sin(y)
Vue isométrique Vue de dessus
A
Figure 3.33. Maillage d’une partie de la surface de la figure 3.32
b- Maillage d’un tore
Conside´rons un tore d’e´quation :
(√
x2 + y2 − 2
)2
+ z2 = 0 (3.26)
ou`
{
−3 ≤ x ≤ 3
−3 ≤ y ≤ 3
En raison de la double courbure inverse dans le tore, il ne peut pas eˆtre maille´ en entier a` l’aide
de la me´thode du compas. La figure 3.34 repre´sente deux types de maillage d’un tore (IL10 [6]).
On remarque qu’a` un certain endroit le maillage se chevauche et ne progresse plus. Pour e´viter ces
cas, on conside`re la partie du tore de´limite´e par 1 ≤ x ≤ 3 et −3 ≤ y ≤ 3 (figure 3.35).
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Figure 3.34. Chevauchement du maillage d’un tore (IL10 Gitterschalen [6])
La figure 3.36 repre´sente le maillage de cette partie du tore en partant du point A(2,0,1), avec
























Figure 3.35. Repre´sentation d’un tore d’e´quation
(√
x2 + y2 − 2
)2
+ z2 = 0
3.5.4 Conclusions sur le maillage par la me´thode du compas
Nous avons montre´ dans cette partie deux exemples de surfaces a` double courbure positive, la
sphe`re et l’ellipso¨ıde, maille´es a` l’aide de la me´thode du compas. Nous avons pre´sente´ aussi deux
surfaces a` double courbure ne´gatives et deux autres a` double courbure positive et ne´gative. Nous
avons montre´ la faisabilite´ du maillage de telles surface a` l’aide de la me´thode du compas. On
remarque que l’on ne peut pas mailler des surfaces qui se referment sur elles-meˆmes, telles qu’une
sphe`re, un ellipso¨ıde ou meˆme un tore. On peut par contre mailler des surfaces pre´sentant des
retournements sous la seule condition qu’on n’atteigne pas les points de chevauchement qui, eux,
de´pendent de la ge´ome´trie de la surface conside´re´e.




Figure 3.36. Maillage d’une partie du tore de la figure 3.35
3.6 Conclusions
Nous avons pre´sente´ dans ce chapitre diffe´rentes me´thodes de maillage d’un re´seau de Tche-
bychev sur une surface dans le but de pouvoir mailler un gridshell sur une surface impose´e. Des
me´thodes ge´ome´triques et me´caniques de´veloppe´es pour le drapage de renforts tisse´s par exemple
ont e´te´ pre´sente´es et certaines (la me´thode du compas) ont e´te´ mises en œuvre . Il y a en effet de
nombreuses similitudes entre les deux proble`mes, comme le proble`me du recouvrement de maille
quelque peu e´quivalent au “pli” des tisse´s. Cependant le proble`me de mise en forme de notre grid-
shell pre´sente quelques spe´cificite´s. On peut conside´rer que les nœuds ne peuvent pas glisser, et
qu’il n’y a re´ellement aucun frottement puisque le “moule” n’existe pas. Il n’y a pas non plus de
re´sine et donc de cisaillement. Les tractions-compressions dans les barres peuvent e´galement eˆtre
ne´glige´es car dans la mise en forme l’e´nergie de flexion est largement supe´rieure a` celles associe´es
aux tensions. De fait le roˆle pre´dominant des ge´ode´siques est plus difficile a` justifier pour nos barres.
Si un fil tendu s’oriente naturellement sur la ge´ode´sique de la forme qui le supporte, qu’en est-il
pour une poutre inextensible ? Cette spe´cificite´ me´canique nous a conduit a` investir cet aspect avec
un outil nume´rique e´le´ments finis, Abaqus/explicit dans le chapitre suivant.
Chapitre 4
Simulations nume´riques sous Abaqus
C
e chapitre a pour objectif de pre´senter une me´thode nume´rique de conception de gridshell.
Dans ce chapitre,
∗ Une me´thode de maillage d’une grille bidirectionnelle plane sur une surface 3D, par e´le´ments
finis est mise en œuvre par un sche´ma explicite.
∗ Des explorations et des applications de cette me´thode pour la conception de gridshells sont
pre´sente´es.
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4.1 Introduction
Les me´thodes de recherche de forme de gridshells pre´sente´es dans le chapitre 2, en particulier
la me´thode de relaxation dynamique utilise´e par l’institut Navier pour la recherche de forme de
gridshells (Douthe 2007 [34]), permettent de de´terminer la forme d’un gridshell a` partir de la
ge´ome´trie de la grille a` plat et des conditions limites. Ainsi la forme finale est le re´sultat du calcul.
Il est cependant e´videmment primordial dans de nombreux cas, a` l’inverse, de partir de la forme
et d’envisager la faisabilite´ d’un maillage type gridshell. Un bureau d’e´tude doit concevoir a` partir
de la forme finale qui est impose´e au pre´alable par l’architecte. Dans ce chapitre, une me´thode de
maillage par e´le´ments finis explicites est propose´e dans le but de de´terminer un gridshell a` forme
et contour impose´s. Elle consiste a` plaquer une grille bidirectionnelle initialement a` plat sur une
surface en utilisant, compte tenu des grands de´placements en jeux, un sche´ma explicite. Nous avons
utilise´ ici le logiciel e´le´ments finis Abaqus. Des applications de cette me´thode pour la conception
de certaines formes de gridshells, pour aider a` de´finir les formes possibles ou impossibles, ainsi que
des de´tails de montage et de contreventement, sont montre´s.
4.2 Me´thode de maillage d’une grille bidirectionnelle plane sur
une surface tridimensionnelle
4.2.1 Description du mode`le imple´mente´ sous Abaqus
Le mode`le imple´mente´ sous Abaqus pour le maillage d’une grille bidirectionnelle initialement
plane sur une surface 3D se re´sume par la figure 4.1 : Une grille bidirectionnelle, initialement a`
plat et libre de se de´placer, est place´e au dessus de la surface a` mailler. Cette surface, jouant le










Figure 4.1. Mode`le imple´mente´ dans Abaqus
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La grille conside´re´e est forme´e de deux directions de poutres. Les connections entre les nœuds
des deux directions de barres sont assure´es par “join” sous Abaqus (figure 4.2). Ce type d’assem-
blage bloque les de´placements (u1, u2 et u3) dans les trois directions (e1, e2 et e3) et autorise les
rotations des deux noeuds a et b conside´re´s.
La de´finition du maillage des deux directions de barres et des connecteurs peut devenir tre`s
fastidieuse pour des grilles dont le nombre de barres augmente. Pour cela, la ge´ome´trie du maillage
ainsi que le fichier input d’Abaqus sont ge´ne´re´s a` l’aide d’un algorithme sous Matlab, et cela tout
en connaissant le nombre de barres, les espacements entres les barres et l’angle entre les deux





Figure 4.2. Connection entre les nœuds type “join” sous Abaqus
L’e´tude e´tant re´alise´e dans le but de la mise en forme des gridshells en mate´riaux composites
que le laboratoire Navier e´tudie (paragraphe 1.3.4), les barres de la grille sont conside´re´es comme
des tubes ayant la forme et les caracte´ristiques des tubes pultrude´s utilise´s dans la construction
du prototype en mate´riaux composites de l’E´cole des Ponts ParisTech (c.a`.d. des tubes ayant
une section circulaire de 42mm de diame`tre exte´rieur et de 35mm de diame`tre inte´rieur). Les
mate´riaux choisis sont les mate´riaux composites en fibre de verre conside´re´s comme mate´riaux
homoge`nes isotropes de module d’Young 27 GPa, de coefficient de Poisson de 0,15 et de densite´ de
1600 kg/m3. La prise en compte de l’anisotropie transverse qui caracte´rise ces mate´riaux en re´alite´
ne modifie pas les re´sultats.
Le contact entre la grille et la surface est assure´ par le moyen de “surface-to-surface contact
(Explicit)” et le glissement entre la grille et la surface est permis. Un syste`me de chargement
vertical descendant est introduit sur la grille et est choisi de manie`re a` ce que la grille colle au
mieux a` la surface a` mailler. On y adjoint, quand c’est ne´cessaire, un syste`me de forces suiveuses.
Dans ce qui suit, on illustre la me´thode a` l’aide de diffe´rents exemples et on introduit une
proce´dure d’application sur cette me´thode pour la mise en forme de gridshells.
4.2.2 Simulation de l’impact sur une demi-sphe`re
On conside`re dans cette partie une surface ayant la forme d’une demi-sphe`re de rayon 10m
que l’on de´sire mailler. Soit une grille initialement plane forme´e de deux directions de barres,
constitue´es chacune de 16 barres espace´es de 2m entre elles. La figure 4.3 montre les e´tapes de
calcul en e´le´ments finis pour une demi-sphe`re : La grille est place´e au dessus de la demi-sphe`re
et est soumise a` un syste`me de forces verticales descendantes (figure 4.3(a)). Le syste`me de forces
permet a` la grille de prendre la forme de la demi-sphe`re (figures 4.3(b) et 4.3(c)). Ensuite la demi-
sphe`re est retire´e, les extre´mite´s de la grille qui de´passent la forme de la demi-sphe`re sont coupe´es
et les conditions aux limites sont fixe´es (figure 4.3(d)).




Figure 4.3. E´tapes de maillage d’une grille bidirectionnelle sur une demi-sphe`re en e´le´ments finis
Comme de´crit pre´ce´demment, le calcul se fait en quatre e´tapes :
– La ge´ome´trie de la grille a` plat ainsi que le fichier input d’Abaqus sont ge´ne´re´s sous un script
Matlab.
– Le calcul est fait en dynamique explicite sous Abaqus/Explicit, une proce´dure de´crite dans
le paragraphe 2.3.2.
– Les bords de la grille qui de´passent la surface sont coupe´s sous un script Matlab, les coor-
donne´es des nœuds de la grille coupe´e de´forme´e et a` plat sont obtenues graˆce aux coordonne´es
de la grille de´forme´e extraites a` l’issu de la deuxie`me e´tape.
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– La grille coupe´e est re´importe´e sous Abaqus, la matrice est bien entendu supprime´e, les
conditions aux limites et les chargements sont impose´s afin de proce´der a` une analyse de
comportement me´canique.
4.2.2.1 Convergence de la me´thode
Pour que la grille ait la forme souhaite´e, le syste`me de force applique´ sur la grille doit assurer
la convergence. Ce chargement ne correspond pas a` l’e´tat de chargement re´el de la grille. Il de´pend
de la raideur de la grille et de la forme de l’impacteur.
Sous Abaqus/Explicit, un petit degre´ d’amortissement est introduit pour controˆler les oscil-
lations a` grandes fre´quences. La figure 4.4 montre la variation de l’e´nergie cine´tique du syste`me
en fonction du temps de calcul. Cette e´nergie converge vers ze´ro une fois la grille comple`tement
colle´e sur la demi-sphe`re. Afin de ve´rifier la convergence du re´sultat final, plusieurs calculs sont
faits parmi lesquels une ve´rification de la ge´ome´trie obtenue. Une premie`re ve´rification peut eˆtre
faite par un controˆle visuel sur Abaqus. De manie`re plus rigoureuse, connaissant l’e´quation de la
surface, on ve´rifie point par point que le nuage de points obtenu satisfait l’e´quation. Dans l’exemple
de la demi-sphe`re, la distance du centre a` chaque point de la grille de´forme´e est mesure´e, et ve´rifie´e
e´gale au rayon de la demi-sphe`re. L’exemple de la ve´rification sur une barre est montre´ dans le
tableau 4.1.
n nœud Xi Yi Zi d au centre (m) % d’erreur
1 -1,0526234 9,92775 14,3859 10,00226749 0,02
2 -1,0557948 9,60226 12,4151 9,999990389 0,00
3 -1,0397874 8,89336 10,5473 9,999977361 0,00
4 -1,0425352 7,82324 8,85915 10,00000012 0,00
5 -1,0629029 6,435707 7,4203 9,999996963 0,00
6 -1,0645509 4,788478 6,2858 10,00000359 0,00
7 -1,0659115 2,9471398 5,50378 9,999999731 0,00
8 -1,0473487 0,9862958 5,10403 9,999997047 0,00
9 -1,0671856 -1,0147414 5,10902 10,00000353 0,00
10 -1,0662777 -2,9746324 5,5124 9,99999699 0,00
11 -1,0644428 -4,813833 6,29977 10,00000143 0,00
12 -1,0630426 -6,457663 7,43901 10,00000204 0,00
13 -1,0612679 -7,83973 8,88344 9,999998113 0,00
14 -1,0584257 -8,90482 10,5746 10,00001247 0,00
15 -1,0561767 -9,60991 12,4438 10,00000189 0,00
16 -1,0521703 -9,93001 14,4155 10,0026897 0,03
Tableau 4.1. Convergence de la me´thode.
Une autre ve´rification est faite sur la longueur des barres apre`s mise en forme. Celle-ci doit
eˆtre e´gale a` 2m, la distance au repos entre deux nœuds. En effet, dans la proce´dure de montage du
gridshell a` aucun moment il n’est possible de mettre en tension les barres qui ne sont que fle´chies.
C’est d’ailleurs une diffe´rence forte avec la mise en forme des tissus par formage ; les fils a` l’inverse
des barres sont tendus et non fle´chis (cf. chapitre 3). Ainsi on ve´rifie la longueur des barres apre`s
mise en forme pour s’assurer qu’il n’y a pas d’allongement dans les barres (tableau 4.2).
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On remarque un petit allongement aux quatre coins de la grille. Ces imperfections sont dues a`
la masse de la grille de´passant la surface et qui tend les barres les plus proches. Afin de les e´liminer,
il a fallu couper la grille, la remettre a` plat et refaire la proce´dure de maillage. On note qu’il est
important de bien ge´rer ces imperfections car 0, 12% d’allongement correspond a` 11 KN dans une
barre, ce qui est important et e´loigne le calcul du proce´de´ de montage de la re´alite´.
Time










Figure 4.4. E´nergie cine´tique du syste`me
n nœud Xi Yi Zi di+1 − di(m) De´formation (%)
1 -1,0526234 9,92775 14,3859 1,997500047 0,12
2 -1,0557948 9,60226 12,4151 1,997866934 0,11
3 -1,0397874 8,89336 10,5473 1,998753308 0,06
4 -1,0425352 7,82324 8,85915 1,998987742 0,05
5 -1,0629029 6,435707 7,4203 2,000114083 0,01
6 -1,0645509 4,788478 6,2858 2,000520807 0,03
7 -1,0659115 2,9471398 5,50378 2,001263059 0,06
8 -1,0473487 0,9862958 5,10403 2,001141744 0,06
9 -1,0671856 -1,0147414 5,10902 2,000972009 0,05
10 -1,0662777 -2,9746324 5,5124 2,000653326 0,03
11 -1,0644428 -4,813833 6,29977 2,000011702 0,00
12 -1,0630426 -6,457663 7,43901 1,999122399 0,04
13 -1,0612679 -7,83973 8,88344 1,998611251 0,07
14 -1,0584257 -8,90482 10,5746 1,997765153 0,11
15 -1,0561767 -9,60991 12,4438 1,997518699 0,12
16 -1,0521703 -9,93001 14,4155
Tableau 4.2. Allongement dans les barres.
4.2.2.2 Pas de maillage et temps de calcul
Les barres sont maille´es par des e´le´ments poutres de Timoshenko. Conside´rons plusieurs densite´s
de maillage pour la meˆme grille ayant les meˆmes proprie´te´s, les meˆmes conditions aux limites et le
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meˆme chargement. Le tableau 4.3 montre l’influence du nombre de nœuds sur le temps de calcul
en Abaqus/Explicit. On remarque que le temps ne´cessaire pour la convergence est proportionnel
au nombre de nœuds du maillage, ce qui n’est pas le cas pour les me´thodes types Newton-Raphson
(Douthe 2007 [34]). Il est aussi remarquable que quelque soit la densite´ du maillage, le meˆme
re´sultat est obtenu. Ainsi, on peut se limiter a` un minimum de nœuds afin de minimiser le temps
de calcul. Or dans le cas ou` l’on veut obtenir plus de pre´cision pour pouvoir couper la grille de´forme´e
au niveau de la surface, il est conseille´ d’augmenter la densite´ du maillage.






Tableau 4.3. Influence du nombre de noeuds sur le temps de calcul.
4.2.2.3 Comparaison avec la me´thode du compas
Parmi les me´thodes de´crites dans le chapitre 3 servant a` mailler un re´seau de Tchebychev sur
une forme, il existe la me´thode du compas (paragraphe 3.5). Il s’est ave´re´ inte´ressant de comparer
la me´thode e´le´ments finis qui fait l’objet de ce chapitre avec la me´thode du compas. Pour ce faire,
on conside`re l’exemple d’une demi-sphe`re de rayon 10m. Le maillage d’une grille bidirectionnelle
sur la demi-sphe`re est fait dans le paragraphe 4.2.2. La figure 4.3 montre les diffe´rentes e´tapes
de maillage de la demi-sphe`re en e´le´ments finis. La figure 4.5 montre, quand a` elle, les diffe´rentes
e´tapes de la maillage de la demi-sphe`re a` l’aide de la me´thode du compas.
Figure 4.5. Maillage d’une demi sphe`re par la me´thode du compas
On remarque que les deux me´thodes donnent des ge´ome´tries finales qui se ressemblent. Conside´rons
la barre sur laquelle on vient de ve´rifier la convergence dans le paragraphe 4.2.2.1. Le tableau 4.4
compare les coordonne´es de cette barre obtenues par le maillage suivant la me´thode du compas
avec celles obtenues par le maillage en e´le´ments finis sous Abaqus.
En proce´dant de la meˆme manie`re sur toutes les barres du maillage, on dresse le tableau 4.5
qui re´sume l’e´cart entre les ge´ome´tries trace´es suivant les deux me´thodes. Cet e´cart dx, dy et dz,
est calcule´ sur la ge´ome´trie finale de la grille ; x, y et z e´tant les coordonne´es des points dans
l’espace. L’e´cart maximal trouve´ est de 4,3% pour certains points. La valeur moyenne est calcule´e
en e´liminant les valeurs aberrantes. Ainsi l’e´cart moyen est infe´rieur a` 0,5% entre les deux me´thodes.
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n nœud E´le´ments finis Me´thode du compas
xi yi zi d au centre xi yi zi d au centre
1 -1,053 9,928 0,614 10,002 -0,995 9,930 0,629 10,000
2 -1,056 9,602 2,585 10,000 -0,996 9,605 2,599 10,000
3 -1,040 8,893 4,453 10,000 -0,996 8,893 4,464 10,000
4 -1,043 7,823 6,141 10,000 -0,997 7,822 6,150 10,000
5 -1,063 6,436 7,580 10,000 -0,998 6,437 7,588 10,000
6 -1,065 4,788 8,714 10,000 -0,998 4,792 8,720 10,000
7 -1,066 2,947 9,496 10,000 -0,998 2,955 9,501 10,000
8 -1,047 0,986 9,896 10,000 -0,998 0,998 9,900 10,000
9 -1,067 -1,015 9,891 10,000 -0,998 -0,998 9,900 10,000
10 -1,066 -2,975 9,488 10,000 -0,998 -2,955 9,501 10,000
11 -1,064 -4,814 8,700 10,000 -0,998 -4,792 8,720 10,000
12 -1,063 -6,458 7,561 10,000 -0,998 -6,437 7,588 10,000
13 -1,061 -7,840 6,117 10,000 -0,997 -7,822 6,150 10,000
14 -1,058 -8,905 4,425 10,000 -0,996 -8,893 4,464 10,000
15 -1,056 -9,610 2,556 10,000 -0,996 -9,605 2,599 10,000
16 -1,052 -9,930 0,585 10,003 -0,995 -9,930 0,629 10,000
Tableau 4.4. E´cart entre les deux me´thodes pour une barre.
dx(m) dy(m) dz(m) d(m) dx/x(%) dy/y(%) dz/z(%)
max 0,015 0,014 0,008 0,040 2,998 0,608 4,226
min -0,032 -0,012 -0,038 0,001 0,001 0,000 0,003
moy -0,008 0,000 -0,010 0,018 0,488 0,099 0,397
Tableau 4.5. E´cart entre les deux me´thodes.
A noter que la me´thode du compas est une me´thode purement ge´ome´trique, elle ne prend pas
compte le comportement me´canique. Par contre, dans la me´thode nume´rique en e´le´ments finis,
l’impacteur impose la ge´ome´trie a` une grille dont les proprie´te´s me´caniques sont celles du gridshell
re´el, mais les efforts impose´s sont ceux qui permettent la mise en forme de la grille sur la forme. Une
autre diffe´rence re´side dans le fait que, dans le cas de la me´thode du compas, les e´le´ments ne sont
pas courbes, mais une succession de lignes droites. Ainsi la longueur du pas de maillage est celle
de la corde et non pas de l’arc. Par contre, dans la me´thode nume´rique en e´le´ments finis introduite
dans ce chapitre, les longueurs entre les barres restent les meˆmes apre`s de´formation de la grille.
Il n’empeˆche que les deux me´thodes aboutissent sensiblement au meˆme re´sultat et permettent de
mailler un re´seau de Tchebychev sur une surface a` forme impose´e.
Comme mentionne´ pre´ce´demment, il existe des imperfections qui se produisent aux quatre coins
de la grille apre`s la mise en forme, ceci est du au poids de la grille. Ces imperfections sont corrige´es
en coupant la grille, la remettant a` plat et en proce´dant a` nouveau au plaquage de la grille. La
me´thode du compas, comme de´crite dans le paragraphe 3.5, ne produit pas de pareils de´fauts.
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4.2.3 Influence de la variation d’angles entre les deux directions de barres de
la grille a` plat
L’exemple illustre´ dans le paragraphe 4.2.2 concerne une grille dont l’angle entre les deux
directions est de 90◦. Il est remarquable que apre`s mise en forme, la grille ait toujours un angle de
90◦ entre ces deux directions de barres. Plusieurs calculs ont e´te´ faits en variant l’angle entre les
deux directions de barres dans la grille a` plat de 45◦, 60◦ et 90◦ comme le montre la figure 4.6. La
grille de´forme´e de ces trois cas est illustre´e sur la figure 4.7. Il est remarquable de noter que pour
les angles 45◦, 60◦ et 90◦, la grille tourne et le calcul converge vers un angle final qui s’approche
de 90◦ pour la position d’e´quilibre du syste`me (sauf sur les coins de la grille (figure 4.7)).
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Figure 4.6. Vue de dessus du mode`le imple´mente´ sous Abaqus avec un angle de a)45◦, c)60◦ et
d)90◦ entre les deux directions de barres
La figure 4.8 montre les e´tapes de maillage pour une grille bidirectionnelle plane sur un el-
lipso¨ıde par la me´thode propose´e. On proce`de de la meˆme manie`re que pour la demi-sphe`re en
faisant varier l’angle entre les deux directions de la grille a` plat de 45◦, 60◦ et 90◦. Comme pour
l’exemple pre´ce´dant, l’angle entre les barres tend a` s’approcher de 90◦ (figure 4.9). Cette configu-
ration correspond a` l’e´tat d’e´quilibre globale de la grille sur l’impacteur, de´pendant de la somme
des re´sultantes en chaque nœud, et donc du chargement impose´. Ce chargement n’e´tant pas un
chargement re´el (pour la mise en forme d’un gridshell) mais celui artificiel qui permet le placage
sur la forme, il est difficile de donner du sens a` cette “optimisation” propose´e par Abaqus.
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(a) (b) (c)
Figure 4.7. Vue de dessus du maillage de la demi-sphe`re pour une grille dont l’angle entre les
deux directions de barres est de a)45◦, c)60◦ et d)90◦
Figure 4.8. E´tapes de maillage d’un ellipso¨ıde par e´le´ments finis
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(a) (b)
(c)
Figure 4.9. Vue de dessus du maillage de l’ellipso¨ıde pour une grille dont l’angle entre les deux
directions de barres est de a)45◦, c)60◦ et d)90◦
4.3 Application de la me´thode pour la mise en forme des grid-
shells
Dans la partie pre´ce´dente, nous avons introduit une me´thode de maillage d’une grille bidirec-
tionnelle sur une surface “impacteur” par e´le´ments finis explicites. Ce travail pre´alable ne tient
pas compte de toutes les spe´cificite´s du design d’un gridshell. Un gridshell posse`de une troisie`me
direction de barres qu’il faut introduire dans la me´thodologie. De plus, apre`s la phase de la mise en
forme, l’impacteur doit eˆtre enleve´, les conditions aux limites doivent eˆtre impose´es pour obtenir
la forme “naturelle” est obtenue c.a`.d. inte´grant les moments de flexion dans les barres.
4.3.1 Exemple de maillage d’un gridshell he´misphe´rique
Afin d’illustrer l’application de la me´thode de´crite dans le paragraphe 4.2.2 pour la mise en
forme des gridshells, on conside`re le cas ou` l’on de´sire couvrir une surface circulaire de diame`tre im-
pose´. Une proposition finalise´e de gridshell he´misphe´rique pourra alors eˆtre propose´e. On conside`re
une calotte sphe´rique de 4m de hauteur et ayant une base circulaire de diame`tre 12,65m. Afin de
mailler cette surface, on propose de mailler une demi-sphe`re de rayon 7m et de couper la surface
a` 4m du sommet.
Comme mentionne´ dans le chapitre 1, un syste`me de contreventement doit eˆtre mis en place
apre`s la mise en forme de la grille bidirectionnelle plane, afin d’assurer la rigidite´ en cisaillement
du gridshell. Ce syste`me de contreventement est assure´ par une troisie`me direction de barres. Pour
des raisons purement nume´riques, la troisie`me direction de barres n’a pas e´te´ ajoute´e a` la grille
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de´forme´e re´sultante de la proce´dure de maillage de´crite dans le paragraphe 4.2.2. Par contre, elle
a e´te´ introduite de`s le de´but du calcul. Ainsi, une grille ayant trois directions de barres est place´e
au dessus de la demi-sphe`re a` mailler comme le montre la figure 4.10. La grille est forme´e de deux
directions de barres de 18 barres chacune. Les barres sont espace´es les unes des autres de 1,2m.
La troisie`me direction de barres est de telle sorte a` relier les nœuds d’intersection des deux autres
directions digonalement. La ge´ome´trie de la grille a` plat ainsi que le fichier input d’Abaqus sont






Figure 4.10. Mode`le de maillage imple´mente´ dans Abaqus
Afin d’avoir une grille de´formable, la troisie`me direction de barres ne doit pas posse´der les
meˆmes proprie´te´s que celles des deux autres directions. La rigidite´ des barres en traction de la
troisie`me direction est rendue ne´gligeable par rapport a` celle des barres des deux autres directions.
La raideur en flexion des barres de contreventement est quant a` elle la meˆme que celle des deux





Figure 4.11. Maillage du gridshell he´misphe´rique en e´le´ments finis
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La meˆme proce´dure que celle de´crite pre´ce´demment est utilise´e. Un syste`me de forces est place´
sur la grille afin de lui permettre de prendre la forme de la demi-sphe`re (figure 4.11(a)). Le calcul
est fait en e´le´ments finis explicites. Une fois la convergence ve´rifie´e, les coordonne´es du maillage des
points de la grille de´forme´e sont extraites et traite´es sous un script Matlab afin d’en e´liminer les
extre´mite´s de la grille au dessous de 4m du sommet. Jusqu’ici l’impacteur est toujours pre´sent. La
forme grille obtenue apre`s la coupe est montre´e sur la figure 4.11(b). Sur cette figure, l’impacteur
ne figure pas afin de bien visualiser la grille.
Dans l’e´tape suivante, l’impacteur est enleve´. Les points obtenus constituent les points de
maillage du gridshell ; ils sont re´importe´s sous Abaqus. Sur la nouvelle grille, les conditions aux
limites sont fixe´es et le gridshell est fonde´ au sol. Il est soumis a` son poids propre. On conside`re
que le gridshell est forme´ de tubes pultrude´s en mate´riaux composites renforce´s par des fibres de
verre GFRP avec une section circulaire de 42mm de diame`tre exte´rieur et de 35mm de diame`tre
inte´rieur, les meˆmes tubes que ceux utilise´s pour le prototype de gridshell construit a` l’E´cole des
ponts ParisTech (paragraphe 1.3.4). A cette e´tape, la rigidite´ des barres de contreventement est
remise e´gale a` celle des deux autres directions de barres.
Les figures 4.12 et 4.13 repre´sentent respectivement le de´placement selon y et selon z duˆ au
poids propre. Le de´placement suivant x n’est pas montre´ ici puisqu’il est presque du meˆme ordre de
grandeur que celui suivant y. Ces de´placements repre´sentent l’e´cart entre la calotte sphe´rique et la
forme “naturelle” obtenue. On remarque que le mouvement de la grille est relativement faible apre`s
l’enle`vement de l’impacteur. Il est de 0,3mm suivant x, 0,4mm suivant y et de 0,5mm suivant z.
On rappelle que l’espacement entre les barres a` plat e´tait de 1,2m. Une e´tude sur le comportement
du gridshell ainsi maille´ sous chargement est pre´sente´e dans l’annexe B.
Dans cette partie, nous avons montre´ le maillage d’une calotte sphe´rique par un gridshell. Les
deux directions a` plat des barres principales dans le gridshell sont suppose´es eˆtre orthogonales.
Dans le chapitre suivant, nous ferons une e´tude d’optimisation sur les orientations des barres dans





































Figure 4.13. De´placement selon z apre`s
enle`vement de l’impacteur
4.3.2 Quelques exemples de maillage de gridshells
Dans cette partie seront pre´sente´es quelques autres surfaces plus ou moins complexes parmi
celles que nous avons explore´es dans le but de voir les limitations concernant la possibilite´ de mailler
une forme avec un re´seau de Tchebychev. Les exemples qui suivent ont e´te´ choisis car repre´sentatifs
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des situations architecturales que l’on pourrait rencontrer. La me´thode de maillage est toujours la
meˆme, seuls les champs de forces diffe`rent d’une surface a` une autre et cela selon la ge´ome´trie de
la surface a` mailler.
4.3.2.1 Exemple de maillage d’un ellipso¨ıde par un gridshell
La premie`re surface conside´re´e est celle de la moitie´ d’un ellipso¨ıde ayant comme demi-axes a, b
et c respectivement 10m, 5m et 5m. Afin de pouvoir mailler cet ellipso¨ıde par la me´thode introduite
dans ce chapitre, on proce`de de la meˆme manie`re que pour l’he´misphe`re. Une grille forme´e de trois
directions de barres est place´e au dessus de la surface (figure 4.14). La grille est forme´e de deux
directions orthogonales forme´e chacune de 21 barres espace´es entre elles de 1,2m et d’une troisie`me
direction de barre reliant les autres barres diagonalement entre elles. Les barres de la troisie`me
direction posse`dent une rigidite´ ne´gligeable par rapport aux deux autres.
Un syste`me de force est applique´ sur la grille. Il est forme´ d’une force de gravite´ descendante
et d’une force suiveuse. La force suiveuse agit de manie`re a` rester perpendiculaire a` la barre quand
cette dernie`re se de´forme. Elle a e´te´ introduite afin d’assurer le “plaquage” de la grille contre
l’ellipso¨ıde. Dans l’exemple du gridshell he´misphe´rique, un syste`me de forces verticales a suffi pour
plaquer la grille sur la sphe`re. Dans des cas plus complexes, plusieurs ite´rations et essais sont







Figure 4.14. Mode`le de maillage imple´mente´ sous Abaqus
Apre`s ve´rification de la convergence du calcul et que tous les points du maillage ve´rifient
l’e´quation de l’ellipso¨ıde conside´re´, la grille est coupe´e au meˆme niveau que l’ellipso¨ıde. Les figures
4.15 et 4.16 montrent la forme de la grille obtenue, l’impacteur e´tant toujours pre´sent mais ne
figure pas sur les images pour des raisons de clarte´ de visualisation.
Une fois la ge´ome´trie de la grille obtenue, l’impacteur est enleve´, le gridshell est fonde´ au sol et
est soumis a` son poids propre. Les figures 4.17 et 4.18 repre´sentent respectivement le de´placement
selon y et selon z duˆ au poids propre. Le mouvement de la grille est relativement faible apre`s
l’enle`vement de l’impacteur. Il est de 2mm suivant x et suivant y et de 3mm suivant z. Une e´tude
sur le comportement du gridshell obtenu sous chargement est pre´sente´e dans l’annexe B.





Figure 4.15. Vue de dessus du gridshell ayant









































Figure 4.18. De´placement selon z apre`s
enle`vement de l’impacteur
Cette surface a e´galement e´te´ maille´e a` l’aide de la me´thode du compas dans le chapitre 3. Une
optimisation sur l’orientation des barres sera pre´sente´e dans le chapitre suivant.
4.3.2.2 Exemple de maillage d’une surface a` double bosse par un gridshell
Conside´rons maintenant les deux surfaces de la figure 4.19 pre´sentant une double bosse sur
lesquelles on souhaite mailler un gridshell. Ces surfaces s’apparentent a` la topologie du gridshell
de Downland (cf. paragraphe 1.3.3). Pour ce faire, on pose une grille forme´e de trois directions
de barres au dessus de chacune des deux surfaces et on proce`de de la meˆme manie`re que pour
les exemples pre´ce´dents. La seule diffe´rence re´side dans le champ de forces applique´ sur la grille.
Sur la zone au niveau du creux, les forces applique´es ont une valeur supe´rieure a` celle des forces
applique´es ailleurs sur la surface.
Afin de ve´rifier que la grille se colle bien sur la surface conside´re´e, nous avons proce´de´ a` un
controˆle visuel a` partir de la feneˆtre de visualisation d’Abaqus. Une ve´rification plus rigoureuse
peut se faire a` partir de l’e´quation de la surface. A la suite de plusieurs tentatives, en faisant varier
le champ de forces sur la grille, on remarque que l’on n’arrive pas a` coller parfaitement la grille sur
la surface de la figure 4.19(a) dans la zone pre´sentant un creux. Il semble alors difficile de mailler
une telle surface par la me´thode propose´e a` l’aide d’une seule grille. On peut imaginer deux grilles
se´pare´es, une grille pour chaque bosse et un raccordement.











Figure 4.19. Deux mode`les de surface pre´sentant une double bosse
Par contre, on arrive a` mailler la surface de la figure 4.19(b). Le maillage du re´seau de Tcheby-








Figure 4.20. Vue de dessus du maillage de la







Figure 4.21. Vue en perspective du maillage
de la double bosse de la figure
4.19(b)
Une fois la ge´ome´trie de la grille obtenue, l’impacteur est enleve´, le gridshell est fonde´ au sol et il
est soumis a` son poids propre. Les figures 4.22 et 4.23 repre´sentent respectivement le de´placement
selon y et selon z duˆ au poids propre. Le mouvement de la grille est relativement faible apre`s
l’enle`vement de l’impacteur. Il est de 3mm suivant x et suivant y et de 5mm suivant z.
L’optimisation des orientations des barres sur une surface pareille sera faite dans le chapitre
suivant par le moyen de la me´thode du compas de´crite dans le chapitre 3. Pour ces surfaces, la
recherche de l’e´quation carte´sienne, indispensable pour la me´thode du compas, n’a pas e´te´ faite.
Nous avons approche´ la forme par une surface dont l’e´quation carte´sienne est sinuso¨ıdale afin de
pouvoir optimiser les directions de barres afin de minimiser les contraintes. La surface approche´e
a e´te´ de´finie suite a` plusieurs essais visant a` trouver une surface a` double bosse maillable par la
me´thode du compas.





































Figure 4.23. De´placement selon z apre`s
enle`vement de l’impacteur
4.3.2.3 Autres formes
Conside´rons la forme illustre´e par la figure 4.24(a) pre´sentant un surplomb assez important et
un creux en son sommet. On applique trois champs de forces sur la grille place´e au dessus de la
surface : un premier champ de gravite´, homoge`ne sur toute la grille, un second champ constitue´ de
forces suiveuses applique´es aux nœuds de la grille et un troisie`me champ, plus important applique´
uniquement au centre de la grille afin que celle-ci e´pouse le creux de la surface. Le maillage obtenu
est pre´sente´ sur la figure 4.24(b).
On remarque que le maillage d’une forme pareille pre´sente deux proble`mes :
– Il est difficile de plaquer la grille au fond du creux au sommet de la surface (figure4.25(b)) ;
– Les barres de la grille se chevauchent a` une certaine hauteur en bas du surplomb (figure4.25(a)).
L’obtention des plis et du chevauchement du maillage est directement lie´e a` l’intensite´ de la courbure




Figure 4.24. Maillage de la 1e`re surface conside´re´e sous Abaqus
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(a) (b)
Figure 4.25. De´tails des proble`mes pose´s sur cette surface
On peut donc cependant imaginer de mailler une surface de´rive´e de la pre´ce´dente, pre´sentant
un surplomb et un creux au sommet plus le´ger comme celle repre´sente´e sur la figure 4.26. Les e´tapes
de simulation sur Abaqus sont identiques aux autres exemples et donne le re´seau de Tchebychev

















Figure 4.28. Vue en perspective du maillage
obtenu
Une fois la ge´ome´trie de la grille obtenue, l’impacteur est enleve´, le gridshell est fonde´ au sol et
il est soumis a` son poids propre. Les figures 4.29 et 4.30 repre´sentent respectivement le de´placement
selon y et selon z duˆ au poids propre. On remarque un de´placement horizontal de 4mm de chaque
coˆte´. D’autre part, il est remarquable que les points du sommet pre´sentant un creux se de´placent
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de 5cm environ vers le bas accentuant ainsi le´ge`rement le creux alors que la plupart des autres





































Figure 4.30. De´placement selon z apre`s
enle`vement de l’impacteur
Une troisie`me forme inte´ressante est pre´sente´e sur la figure 4.31. De base circulaire et pre´sentant
un sommet plus ou moins arrondi, elle est proche d’un coˆne. Pour cette surface on introduit deux
champs de forces sur la grille : un champs de gravite´ uniforme sur la surface et un champ de forces
suiveuses. Le re´sultat du maillage apre`s coupe de la grille est pre´sente´ sur les figures 4.32 et 4.33.
Une fois la ge´ome´trie de la grille obtenue, l’impacteur est enleve´, le gridshell est fonde´ au
sol et il est soumis a` son poids propre. Les figures 4.34 et 4.35 repre´sentent respectivement le
de´placement selon y et selon z duˆ au poids propre. Le mouvement de la grille est relativement faible
apre`s l’enle`vement de l’impacteur. Un de´placement horizontal de 8mm d’un coˆte´ de la surface est
remarquable. D’autre part, la grille se soule`ve de moins de 1mm suivant z.
Ainsi, on remarque que pour certaines surfaces complexes, le maillage suivant la me´thode




























































Figure 4.35. De´placement selon z apre`s
enle`vement de l’impacteur
4.4 Conclusions
Nous avons introduit dans ce chapitre une me´thode de maillage de gridshell sur une surface
impose´e par un calcul e´le´ments finis explicites. Cette me´thode permet non seulement l’obtention de
la grille de´forme´e mais aussi celle a` plat ainsi que le comportement du gridshell sous chargement.
La figure 4.36 illustre le sche´ma re´capitulatif de la me´thode de maillage d’un gridshell par un
calcul en e´le´ments finis explicite. Plusieurs formes, repre´sentant des situations architecturales que
l’on pourrait rencontrer, ont e´te´ e´tudie´es dans ce chapitre dans le but de voir les limitations de la
possibilite´ de mailler une forme avec un re´seau de Tchebychev. Nous avons remarque´ que l’obtention
des plis et du chevauchement du maillage est directement lie´e a` la courbure de la surface e´tudie´e.
Il est remarquable, d’apre`s les formes e´tudie´es, que pour certaines surfaces complexes, le maillage
suivant la me´thode introduite ne pre´sente pas de proble`me et ouvre des perspectives architecturales
certainement inte´ressantes. Il est aussi remarquable que la configuration finale obtenue a` la suite
de cette me´thode correspond a` l’e´tat d’e´quilibre globale de la grille sur l’impacteur. Elle de´pend
de la somme des re´sultantes en chaque nœud, et donc du chargement impose´. Ce chargement n’est
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pas le chargement re´el du gridshell, il correspond a` un chargement artificiel qui permet le plaquage
sur la forme. Il est difficile de donner donc du sens a` cette “optimisation” propose´e par Abaqus.
Pour faire de l’optimisation couple´e avec Abaqus, le travail devient lourd et les temps de calculs
conside´rables. Pour ces raisons, nous avons choisi de re´soudre le proble`me d’optimisation, dans le
chapitre suivant, en couplant des algorithmes heuristiques a` la me´thode du compas mise en œuvre
dans le chapitre 3.
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Figure 4.36. Sche´ma re´capitulatif de la me´thode de maillage d’un gridshell propose´e
Chapitre 5
Optimisation de la grille :
Me´thode du compas et algorithmes
ge´ne´tiques
C
e chapitre a pour objectif d’introduire une proce´dure d’optimisation de la courbure des barres
formant un gridshell. Le gridshell est maille´ a` l’aide de la me´thode du compas et l’optimisation
est faite au moyen des algorithmes ge´ne´tiques. Des applications sur certaines formes de gridshells
sont faites.
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5.1 Introduction
En utilisant la me´thode du compas mise en place dans le chapitre 3 ou celle par calcul e´le´ments
finis explicites faisant l’objet du chapitre 4, un gridshell peut donc eˆtre maille´ sur de nombreuses
formes impose´es. Mais comment choisir les directions des barres ? L’ide´e de´veloppe´e ici est d’essayer
de minimiser les courbures et donc les contraintes dans la structure afin de ne pas rompre les barres
lors de la mise en forme. Pour ce faire, une me´thode permettant l’optimisation de l’orientation des
barres et du maillage d’un gridshell pour une forme donne´e est mise en œuvre dans ce chapitre.
L’optimisation est faite sur les courbures dans les barres en couplant la me´thode du compas et
une me´thode stochastique de type algorithme ge´ne´tique. Dans une premie`re partie, les algorithmes
ge´ne´tiques sont pre´sente´s. Ensuite les diffe´rentes e´tapes de la technique propose´e ainsi que la mise
en oeuvre sont de´crites. Plusieurs applications de cette me´thode sur des formes sont re´alise´es.
5.2 Algorithmes ge´ne´tiques
5.2.1 Introduction
Optimiser un proble`me revient a` trouver une solution optimale d’une fonction objectif vis-a`-
vis d’une ou plusieurs variables et sous certaines conditions. Plusieurs techniques d’optimisation
existent dans la litte´rature. Parmi lesquelles les me´thodes du gradient telles que la me´thode de
Newton-Raphson et la me´thode du gradient conjugue´, ainsi que les me´thodes non-gradient telles que
l’algorithme du simplexe (Kuroiwa 2000 [60]). Lorsque les fonctions a` optimiser ne sont pas convexes
sur l’espace explore´, les me´thodes traditionnelles d’analyse nume´rique risquent de ne pas converger
vers la solution optimale. Dans ce cas, il faut se tourner vers des algorithmes d’optimisation globale.
Parmi ces algorithmes base´s sur des me´taphores ou me´taheuristiques, on peut citer (Dutilleux
2008 [37]) :
– Une me´taphore physique : le recuit simule´ ;
– Une me´taphore sociale : l’essaim de particules ;
– Une me´taphore darwinienne : les algorithmes e´volutionnaires qui incluent entre autres les
algorithmes ge´ne´tiques et les strate´gies d’e´volution ;
– Une me´taphore immunitaire : la se´lection clonale.
Dans le but de minimiser les contraintes dans les barres dues a` la mise en forme du gridshell
maille´ a` l’aide de la me´thode du compas, un outil d’optimisation est mis en oeuvre dans ce chapitre.
Le proble`me se re´duit a` trouver le re´seau de poutres ayant les plus faibles contraintes de flexion. Ce
qui, en d’autres termes, revient a` minimiser le maximum de courbure dans les barres. Ce maximum,
difficile a` eˆtre exprime´ analytiquement, nous ame`ne a` s’orienter vers des algorithmes stochastiques
de type algorithmes ge´ne´tiques et non aux me´thodes traditionnelles d’analyse nume´rique.
Les algorithmes ge´ne´tiques (AGs) sont des algorithmes d’optimisation stochastiques base´s sur
les me´canismes de la ge´ne´tique et de l’e´volution naturelle comme la se´lection, le croisement et la
mutation (figure 5.1). Ils s’inspirent de la the´orie de se´lection naturelle e´tablie par Charles Darwin
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[32]. Ces algorithmes ont e´te´ de´veloppe´s par John Holland depuis 1970 [54] et popularise´s plus tard
par David Goldberg dans les anne´es 80 [41].
Un algorithme ge´ne´tique se re´sume dans les e´tapes suivantes :
1. Ge´ne´ration ale´atoire d’une population de npop individus ;
2. E´valuation de chaque individu ;
3. Se´lection d’un couple de parents ;
4. Croisement des deux parents avec une probabilite´ de croisement pc afin de ge´ne´rer deux
enfants ;
5. Mutation des deux enfants avec une probabilite´ de mutation pm ;
6. Re´pe´ter les e´tapes 3, 4, et 5 jusqu’a` ce que la nouvelle population contienne npop individus ;
7. Ite´rer a` partir de l’e´tape 2 jusqu’a` ce que l’algorithme converge.







Figure 5.1. Cycle de l’e´volution
5.2.2 Cre´ation de la population initiale
Une population est un ensemble de chromosomes. Un chromosome ou un individu constitue
une solution potentielle du proble`me. Par analogie a` la ge´ne´tique, un chromosome est forme´ de
ge`nes qui, eux, sont code´s en re´el ou en binaire (une suite de 0 et de 1). La population initiale de
npop chromosomes est tire´e ale´atoirement.
Un chromosome ayant n ge`nes peut avoir la forme suivante :[
(g1) (g2) . . . (gi) . . . (gn−1) (gn)
]
Ainsi, la population initiale de npop chromosomes a la forme donne´e par la figure 5.2. Chaque
ligne repre´sente un chromosome de n ge`nes.
Les parame`tres a` fixer sont :
– La taille de la population npop ;
– La longueur du codage de chaque individu l (dans le cas du codage binaire) ;
– La probabilite´ de croisement pc ;
– La probabilite´ de mutation pm.
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
(g1)1 (g2)1 . . . (gi)1 . . . (gn−1)1 (gn)1
















(g1)npop−1 (g2)npop−1 . . . (gi)npop−1 . . . (gn−1)npop−1 (gn)npop−1
(g1)npop (g2)npop . . . (gi)npop . . . (gn−1)npop (gn)npop

Figure 5.2. Population initiale
5.2.3 Fonction couˆt ou “fitness function”
La fonction couˆt ou “fitness function” constitue la fonction d’e´valuation du proble`me, une
fonction a` laquelle les chromosomes sont e´value´s et qui de´termine s’ils survivent ou pas. Dans le
cas ou` l’on cherche a` maximiser une fonction objectif, l’individu ayant la plus grande fonction couˆt
est conside´re´ le plus susceptible de s’adapter. En revanche si l’on cherche a` minimiser une fonction
objectif, l’individu ayant la plus petite fonction couˆt est celui le plus susceptible de s’adapter.
On s’inte´resse dans le cadre de ce travail aux fonctions objectifs ayant une seule variable.
Cependant, il existe des cas ou` la fonction objectif de´pend de plusieurs variables qui, elles, sont
inde´pendantes entre eux.
5.2.4 Ope´rateurs de se´lection des parents
Deux chromosomes “parents” sont tire´s au hasard dans la population afin de produire deux
chromosomes “enfants”. Plusieurs me´thodes de se´lection des parents peuvent eˆtre utilise´es, parmi
lesquelles on de´crit dans ce qui suit la me´thode de se´lection par roulette “Roulette wheel selection”
et la se´lection par tournoi “tournament paring”. Cette dernie`re me´thode a e´te´ utilise´e au cours de
ce travail.
5.2.4.1 Se´lection par roulette ou “Roulette wheel selection”
Le principe de la technique “Roulette wheel selection” consiste a` associer a` chaque individu un
segment dont la longueur est proportionnelle a` sa fitness. Ces segments sont ensuite concate´ne´s sur
un axe normalise´ entre 0 et 1. Un nombre ale´atoire est choisi entre 0 et 1 et ainsi un segment est
se´lectionne´ (figure 5.3).
Soit, pour i = 1,2,3... npop, fi la fonction couˆt de l’individu i. Soit F la somme des valeurs des
fonctions couˆts de l’ensemble des individus de la population : F =
N∑
i=1




d’eˆtre se´lectionne´. Ainsi, avec cette technique, il est e´vident que les meilleurs
individus sont susceptibles d’eˆtre se´lectionne´s plusieurs fois.
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Figure 5.3. Technique de se´lection par roulette
5.2.4.2 Se´lection par tournoi ou “Tournament paring”
A chaque fois que l’on veut se´lectionner un individu “parent” de la population, on se´lectionne
un sous-ensemble de la population de taille ncan comportant ncan candidats pouvant eˆtre parent
et on ne conserve que le meilleur de ce sous-ensemble. La technique de la se´lection par tournoi est
illustre´e par la figure 5.4 (Kuroiwa 2000 [60]) ou` :
ncan est le nombre de candidats pour eˆtre parents,
npop est le nombre d’individu dans la population,
CAi repre´sente le candidat nume´ro i implique´ dans la compe´tition (1 ≤ i ≤ ncan),
Mj repre´sente l’individu nume´ro j de la population (1 ≤ j ≤ npop).
Parent












Figure 5.4. Technique de se´lection par tournoi (Kuroiwa 2000 [60])
5.2 Algorithmes ge´ne´tiques 99
Conside´rons que l’on cherche a` maximiser la fonction couˆt. Classons maintenant les individus
de la population par ordre croissant de leurs fonctions couˆts et assumons que deux individus
ne peuvent pas avoir la meˆme fonction couˆt. Ainsi l’individu Mj a toujours une fonction couˆt
supe´rieure a` celle de Mj+1. Pour qu’un individu Mj soit se´lectionne´ comme parent, il faut qu’il
soit parmi les candidats se´lectionne´s et il faut qu’il ait une fonction couˆt meilleure que celles des
autres candidats.
Supposons que Mj est se´lectionne´ une fois parmi les candidats. Pour qu’il soit parent, les
autres candidats doivent eˆtre choisis entre Mj+1 et Mnpop donc parmi (npop-j) candidats. Il existe
(npop−j)ncan−1 arrangements possibles de ces candidats.Mj peut aussi occuper les places allant de
CA1 jusqu’a` CAncan. Alors, en total le nombre d’arrangements possibles est donne´ par l’e´quation
5.1 :
ncan.(npop− j)ncan−1 (5.1)
SiMj est se´lectionne´ i fois comme candidat comme le montre la figure 5.5, le nombre d’arrangement












(npop-j) × (npop-j) × ...  ... × (npop-j) = (npop-j)   
ncan-i
ncan - i
... ... ... ...
...
...
Figure 5.5. Candidats de la se´lection par tournoi quand Mj est choisi
Le nombre de tous les arrangements possibles pour les candidats est e´gal a` :
npopncan (5.3)
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Avec cette technique, tous les individus, meˆme celui ayant la plus petite fonction couˆt, peuvent
devenir parents. Mais l’individu ayant une grande fonction couˆt a une probabilite´ e´leve´e d’en
devenir un.
5.2.5 Ope´rateurs de croisement ou “crossover”
Dans cette e´tape, deux chromosomes enfants E1 et E2 sont obtenus a` partir de deux chromo-
somes parents P1 et P2 se´lectionne´s dans l’e´tape pre´ce´dente. Il existe plusieurs types de croisement
entre deux parents. Dans ce qui suit, on pre´sente le croisement en un point, le croisement en plu-
sieurs points et le croisement uniforme.
5.2.5.1 Croisement en un point ou “One-site crossover”
On conside`re deux chromosomes parents P1 et P2 comme montre´ sur la figure 5.6. Graˆce a` un
nombre ale´atoire, la position du point de croisement est choisi au hasard et chaque chromosome est
ainsi coupe´ en deux parties. Les ge`nes a` droite du point de croisement sont e´change´s entre les deux
chromosomes de parents pour former deux chromosomes enfants E1 et E2. Une autre possibilite´







Figure 5.6. Technique de croisement en un point
5.2.5.2 Croisement en plusieurs points ou “Multi-site crossover”
La figure 5.7 montre un cas de croisement en 3 points. Trois points ale´atoires sont choisis
de´terminant ainsi la position de trois points de croisement. Ces derniers coupent chaque chro-
mosome en quatre parties. Chaque segment de chromosome est ensuite e´change´ entre les deux
chromosomes parents P1 et P2 pour former deux chromosomes enfants E1 et E2.







Figure 5.7. Technique de croisement en plusieurs points
5.2.5.3 Croisement uniforme ou “Ripple crossover”
La figure 5.8 repre´sente le cas d’un croisement uniforme (Haupt 1998 [51]) entre deux chromo-
somes. Un nombre ale´atoire entre 0 et 1 est ge´ne´re´ pour une paire de ge`nes des parents P1 et P2.
Si ce nombre est infe´rieur a` une probabilite´ de croisement pc fixe´e, les ge`nes conside´re´s ne sont pas
change´s. En revanche, si ce nombre est supe´rieur a` pc, les ge`nes sont e´change´s entre les chromo-
somes des deux parents. La technique de croisement uniforme avec une probabilite´ de croisement






Figure 5.8. Technique de croisement uniforme
Yoshihiko Kuroiwa [60] a re´alise´ une e´tude sur l’effet du type du croisement sur le re´sultat final,
et cela sur des proble`mes ge´ome´triques proches des noˆtres. Les types de croisement traite´s sont le
croisement en un seul point, le croisement en plusieurs points allant de 2 jusqu’a` 20 points et le
croisement uniforme. Il a trouve´ que quelque soit le type de croisement choisi, le valeur de la fitness
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finale est la meˆme. Cependant, le nombre total de ge´ne´rations est inversement proportionnel au
nombre de points de croisement et ainsi le temps de calcul. Pour ces raisons, nous avons choisi la
technique de croisement uniforme dans le cadre de ce travail.
5.2.6 Ope´rateurs de mutation
Cette e´tape suit celle du croisement et de la cre´ation des enfants. Une probabilite´ de mutation
pm entre 0 et 1 est initialement fixe´e. Pour chaque chromosome enfant, un nombre ale´atoire est
ge´ne´re´. Si ce nombre est infe´rieur a` la probabilite´ de mutation, un ge`ne du chromosome enfant est
mute´. En revanche si le nombre est supe´rieur a` la probabilite´ de mutation, le chromosome reste le
meˆme. Ainsi le rapport entre le nombre de chromosomes mute´s et le nombre total de chromosome
doit eˆtre presque e´gal a` la probabilite´ de mutation. Si par exemple la probabilite´ de mutation est
de 0,01, alors un chromosome sur 100 chromosomes produits subit une mutation (Kuroiwa 2000
[60]). La figure 5.9 montre une mutation du ge`ne gi du chromosome en g′i.
Dans le cas d’un codage binaire, si le ge`ne mute, un bit est inverse´ ; 1 devient 0 et 0 devient 1.
Alors que dans le cas d’un codage re´el, il existe trois types de mutation : la mutation uniforme, la
mutation non-uniforme et la mutation dans les bornes.
La mutation uniforme est identique a` celle du codage binaire. Un ge`ne gi est change´ selon une
certaine probabilite´ pm en un nombre ale´atoire tire´ dans une distribution uniforme sur l’intervalle
[ai ;bi], avec a et b les bornes infe´rieures et supe´rieures pour gi.
Mutation







Figure 5.9. Principe de l’ope´rateur de la mutation
Il n’existe pas en ge´ne´ral une probabilite´ de mutation pm optimale. Plusieurs e´tudes ont e´te´
faites pour cadrer la probabilite´ de mutation dans des intervalles tels que ceux fournis par les
e´quations 5.5 et 5.6. On remarque que les valeurs de la probabilite´ de mutation pm sont relativement
faibles.
1
n ∗ npop ≤ pm ≤
1
npop
(Cervantes et al. [27] et Smith et al. [77]) (5.5)
1
2n ∗ npop ≤ pm ≤
3n− 1
2n ∗ npop (Williams et al. [85]) (5.6)
ou`
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n est le nombre de ge`nes d’un chromosome
npop est le nombre de chromosomes d’une population.
La mutation non-uniforme revient a` changer gi en un nombre tire´ dans une distribution non-
uniforme. La nouvelle variable g′i est telle que :
g′i =
{
gi + (bi − gi) . f(G)











α et α′ sont des nombres ale´atoires ∈ [0, 1] ;
G est la ge´ne´ration courante,
Gmax est le nombre maximum de ge´ne´ration,
b est un parame`tre de´terminant le degre´ de non uniformite´.
Le dernier ope´rateur de mutation est la mutation dans les bornes. Avec cet ope´rateur, chaque
ge`ne gi a` muter prend la valeur de l’une des deux bornes ai ou bi avec e´quiprobabilite´. A l’e´vidence,
la solution sera proche des bornes de l’espace de recherche. Il est notamment possible de combiner
plusieurs ope´rateurs en meˆme temps. La mutation uniforme est choisie dans le cadre de ce travail.
5.2.7 E´valuation et remplacement
Cette e´tape consiste a` e´valuer chaque chromosome enfant cre´e´ a` la suite des e´tapes de croisement
et de mutation. Le but est de garder les solutions les plus inte´ressantes. Si les chromosomes ont
e´te´ code´s en binaire, une e´tape pre´ce`de cette e´tape dans laquelle les chromosomes sont de´code´s
en re´el. Ensuite, la fonction couˆt est calcule´e pour chaque chromosome et tous les chromosomes
sont classe´s par ordre croissant ou de´croissant de la valeur de la fonction objectif. Si l’on cherche a`
maximiser la fonction, les deux chromosomes ayant les valeurs de la fonction couˆt les plus petites
seront e´limine´s et remplace´s par les deux chromosomes enfants cre´e´s. En revanche, si l’on cherche a`
minimiser la fonction, les deux chromosomes ayant les valeurs de la fonction couˆt les plus grandes
seront e´limine´s.
Apre`s le remplacement des chromosomes, le cycle d’e´volution, forme´ de la se´lection, le croi-
sement, la mutation et le remplacement est re´pe´te´ plusieurs fois. Si le nombre d’individus de la
population est pair, une ge´ne´ration est de´finie quand un nombre npop d’enfants est produit. Vu que
chaque cycle d’e´volution fait produire deux enfants, le cycle d’e´volution doit eˆtre re´pe´te´ npop/2
fois. Par contre si npop est impair, une ge´ne´ration est de´finie quand (npop-1) enfants sont produits.
Ainsi le cycle d’e´volution doit eˆtre re´pe´te´ (npop-1)/2 fois.
5.2.8 Convergence et arreˆt de l’algorithme
Lorsque la diffe´rence entre les meilleures valeurs de la fonction couˆt pour deux ge´ne´rations
successives est assez petite, aucune ame´lioration n’a e´te´ effectue´e en passant d’une ge´ne´ration a`
une autre. Ainsi la meilleure valeur de fitness de la ge´ne´ration actuelle est retenue comme solution
pour le proble`me. Le proble`me de convergence peut s’e´crire sous la forme :∣∣∣∣fi − fi−1fi
∣∣∣∣ < ε (5.8)
104 5. Optimisation de la grille : Me´thode du compas et algorithmes ge´ne´tiques
ou` :
fi est la valeur de la fonction fitness a` la ge´ne´ration i
fi−1 est la valeur de la fonction fitness a` la ge´ne´ration i-1
ε est la tole´rance de la convergence prise assez faible (de l’ordre de 1e-10).
Toutefois une seule condition de convergence ne suffit pas pour arreˆter l’algorithme ; la fonc-
tion peut avoir des optimums locaux. Pour cela, la condition doit eˆtre re´pe´te´e plusieurs fois a` la
suite. L’algorithme d’optimisation peut durer longtemps sans atteindre une solution acceptable
au proble`me. Pour re´soudre ce proble`me, un nombre maximum de ge´ne´rations Nmax pourra eˆtre
introduit. Un fois ce nombre atteint, l’algorithme est arreˆte´.




























Figure 5.10. Diagramme des algorithmes ge´ne´tiques
Apre`s ces rappels sur les algorithmes ge´ne´tiques, on passe aux applications sur l’optimisation
du maillage obtenu par la me´thode du compas. Afin d’expliquer la me´thode d’optimisation, un
premier exemple est de´taille´ ci-apre`s pour une demi-sphe`re. Ensuite, on pre´sente l’application pour
une surface sinuso¨ıdale et un parabolo¨ıde hyperbolique.
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5.3 Application des algorithmes ge´ne´tiques a` la me´thode du com-
pas pour une demi-sphe`re
5.3.1 Exemple illustratif
Afin d’expliquer la proce´dure d’optimisation du maillage, on conside`re un exemple de surface
pre´sentant des syme´tries, la demi-sphe`re. Soit la demi-sphe`re de rayon 10 unite´s et de centre
O(0,0,0) dont on cherche a` optimiser le maillage obtenu par la me´thode du compas avec un pas de
w valant deux unite´s.
5.3.1.1 Chromosome et ge`nes
Afin d’initier le maillage sur la demi-sphe`re a` l’aide de la me´thode du compas, de´crite dans le
paragraphe 3.5.2, on a besoin de de´finir le point de de´part de maillage A ainsi que tous le angles
α1, α2, β1, β2, γ1i, γ2j , ²1k et ²2l (figure 5.11). Une fois le point A, les angles ainsi que le pas de
maillage sont de´finis, tous les points du maillage peuvent eˆtre de´termine´s en suivant les e´tapes










A(xA,yA,zA) est le point d'intersection des deux directrices (D1) et (D2).
α1 est l'angle que fait (D1) en A avec la direction de l'axe des x (à droite de A).
α2 est l'angle que fait (D1) en A avec la direction de l'axe des x (à gauche de A).
β1 est l'angle que fait (D2) en A avec la direction de l'axe des x (en haut de A).
β2 est l'angle que fait (D2) en A avec la direction de l'axe des x (en bas de A).
γ1i sont les angles de variations de la directrice(D1) (à droite de A).
γ2i sont les angles de variations de la directrice(D1) (à gauche de A).
ε1i sont les angles de variations de la directrice (D2) (en haut de A).






Figure 5.11. De´finition des ge`nes d’un chromosome C
Pour appliquer les algorithmes ge´ne´tiques au proble`me de maillage, le maillage doit eˆtre repre´sente´
sous la forme d’un chromosome (figure 5.12). Chaque parame`tre de´fini pour le maillage repre´sente
un ge`ne. Le point A est repre´sente´ par deux ge`nes xA et yA, la troisie`me coordonne´e zA est calcule´e
a` l’aide de l’e´quation carte´sienne de la surface. Les angles α1, α2, β1 et β2 repre´sentent les quatre
ge`nes suivants.
Les autres ge`nes correspondent aux angles γ1i, γ2j , ²1k et ²2l avec :

0 ≤ i ≤ nγ1
0 ≤ j ≤ nγ2
0 ≤ k ≤ n²1
0 ≤ l ≤ n²2
ou` nγ1, nγ2, n²1 et n²2 sont respectivement le nombre d’angles γ1i, γ2j , ²1k et ²2l.
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Ainsi un chromosome Cm posse`de une taille tm donne´e par l’e´quation 5.9 :
tm = 6 + nγ1m + nγ2m + n²1m + n²2m (5.9)
xA yA α1 α2 β1 β2 γ1i γ2j ε1k ε2l... ... ... ... ... ... ... ...
nγ1m nγ2m nε1m nε2m
, , , , , , , , , , , , , , , , ,
tm gènes
Figure 5.12. De´finition des ge`nes d’un chromosome C de taille tm
Les valeurs de nγ1m, nγ2m, n²1m et n²2m de´pendent des angles et du maillage. Ainsi elles sont
diffe´rentes d’un cas a` un autre. Afin d’avoir la meˆme taille de chromosome dans tout le proble`me
pour pouvoir initier la population, un nombre t est introduit. De cette fac¸on, un chromosome est
celui de´fini par la figure 5.12 auquel sont ajoute´s des ge`nes ayant une valeur nulle, jusqu’a` ce que
la taille t du chromosome soit atteinte, comme le montre la figure 5.13. La taille t e´tant de´finie, le
nombre n0m des ge`nes a` valeurs nulles a` ajouter est donne´ par l’e´quation 5.10 :
n0m = t− tm = t− (6 + nγ1m + nγ2m + n²1m + n²2m) (5.10)
xA yA α1 α2 β1 β2 γ1i γ2j ε1k ε2l... ... ... ... ... ... ... ...
nγ1m nγ2m nε1m nε2m
, , , , , , , , , , , , , , , , , , ... 0 ..., ,
n0m
t gènes
Figure 5.13. De´finition des ge`nes d’un chromosome C de taille t
En prenant t e´gal a` 50, chaque chromosome ge´ne´re´ comporte 50 ge`nes. Un exemple de chro-
mosome ale´atoire est donne´ par la figure 5.14 et le maillage correspondant sur la demi-sphe`re est
donne´ par la figure 5.15.
  
       0.0,       0.0,    74.862,   74.9179,   158.170,   156.748,    -3.908,   -6.207,   -6.131,    3.644,   
  -3.945,   0.833,     -6.982,      3.958,      -2.432,       7.200,      7.073,    1.871,   -0.069,    7.995,   
   6.432,   2.898,       6.359,      3.204,      -3.161,      -4.205,    -3.176,    0.681,    4.542,   -3.814,   
    6.770,   1.361,     -2.592,      4.055,           0.0,           0.0,          0.0,        0.0,        0.0,        0.0,
        0.0,       0.0,          0.0,          0.0,           0.0,           0.0,           0.0,        0.0,       0.0,        0.0,   
Figure 5.14. Un chromosome de 50 ge`nes ge´ne´re´ ale´atoirement
5.3 Application des algorithmes ge´ne´tiques a` la me´thode du compas pour une demi-sphe`re 107
Vue isométrique Vue de dessus
A
Figure 5.15. Maillage de la demi-sphe`re par le chromosome ale´atoire de la figure 5.14
5.3.1.2 Initiation
A` l’e´tape d’initiation, npop chromosomes sont ge´ne´re´s ale´atoirement. Afin de s’assurer que la
surface a e´te´ maille´e correctement, en entier et sans chevauchement, on impose certaines conditions
aux ge`nes. Ces conditions sont les suivantes :
• Le point A est fixe´ toujours au sommet de la demi-sphe`re A(0,0,10), ce choix est duˆ a` la
syme´trie de la forme choisie ;
• −90◦ ≤ α1 ≤ 90◦ ;
• Afin de mailler la surface en entier, l’e´cart minimum entre les directrices est fixe´ a` 30◦. Ainsi :
• α1 + 30◦ ≤ β1 ≤ 180◦ ;
• |α1 − β1| ≥ 30◦ ;
• |α1 − β2| ≥ 30◦ ;
• |α2 − β1| ≥ 30◦ ;
• |α2 − β2| ≥ 30◦ ;
• Afin d’e´viter des diffe´rences de courbure trop importantes, les angles de variation des deux
directrices ont e´te´ pris de la manie`re suivante :
• α1 − 10◦ ≤ α2 ≤ α1 + 10◦ ;
• β1 − 10◦ ≤ β2 ≤ β1 + 10◦ ;
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• − 10◦ ≤ γ1i, γ2j , ²1k et ²2l ≤ 10◦.
Pour pouvoir mailler la demi-sphe`re en prenant une grande varie´te´ d’angles, et pour prendre en
conside´ration les remarques du paragraphe 3.5.3.1, le maillage a e´te´ fait sur une partie de la sphe`re
entre Zmin2 = −7 et Zmax2 = 10 et puis coupe´ afin d’obtenir le maillage pour la demi-sphe`re.
En supposant que le nombre de chromosomes d’une population est e´gal a` 100, 100 chromosomes
sont ge´ne´re´s ale´atoirement de la meˆme fac¸on que celui de la figure 5.15, avec les conditions cite´es
ci-dessus. Pour chaque chromosome ge´ne´re´, on s’assure que toute la surface a e´te´ maille´e. Comme
le maillage de´bute du milieu, on s’assure que les extre´mite´s de la surface sont maille´es, c.a`.d.
les quatre parties hachure´es de la figure 5.16 correspondantes aux intervalles [Xmin, Xmin+w],























Figure 5.16. Ve´rification du maillage
Si des points sont identifie´s dans les quatre re´gions, alors le chromosome est retenu. Dans le
cas contraire, un nouveau chromosome est ge´ne´re´. De cette fac¸on, on ge´ne`re 100 chromosomes
ayant chacun 50 ge`nes. La figure 5.17 repre´sente la population initiale. Chaque ligne forme un
chromosome et une solution potentielle du proble`me. A noter que les indices i, j, k et l ainsi que
nγ1m, nγ2m, n²1m, n²2m et n0 sont diffe´rents d’un chromosome a` un autre, alors que t est toujours
e´gale a` 50.
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5.3.1.3 De´finition de la fonction couˆt ou “fitness function”
Dans ce paragraphe, une fonction couˆt pour l’e´valuation des chromosomes est propose´e. On
s’inte´resse dans ce travail a` minimiser les contraintes, et donc les courbures, dans les barres d’un
gridshell. On cherche a` mailler une forme par les barres les moins courbe´es. Pour cela on introduit
comme fonction couˆt la courbure maximale de la grille.
Cette fonction couˆt pourrait eˆtre aussi la moyenne des courbures, ou bien par exemple la
moyenne d’un certain pourcentage des valeurs maximales. Ici, on cherche a` avoir les barres critiques
les moins courbe´es possibles.
Pour calculer la courbure, on conside`re une droite courbe repre´sente´e par trois points Mi−1,






















Figure 5.18. Courbure autour de trois points
A partir de chaque chromosome, un maillage peut eˆtre construit sur la demi-sphe`re et les
courbures, fournies par l’e´quation 5.13, peuvent eˆtre calcule´es en chaque point de la grille. La
valeur du maximum de ses courbures est retenue et est conside´re´e comme e´tant la fonction fitness
du chromosome conside´re´.
Par exemple, conside´rons le chromosome de la figure 5.14, donnant la grille de la figure 5.15.
La premie`re barre horizontale de ce maillage est forme´e de cinq points, soient M1, M2, M3, M4
et M5 de coordonne´es repre´sente´es sur le tableau 5.1. Avec la formule de l’e´quation 5.13, on peut
calculer une valeur de la courbure pour chacun des trois nœuds conse´cutifs. Ainsi on obtient trois
valeurs de la courbure C1=0,145, C2=0,171 et C3=0,147.
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Nœud Mi xi yi zi Courbure
M1 -9,837 -1,695 0,604 . . .
M2 -9,903 0,146 1,385 C1 = C{M1,M2,M3}=0,145
M3 -9,626 2,099 1,712 C2 = C{M2,M3,M4}=0,171
M4 -9,056 3,995 1,423 C3 = C{M3,M4,M5}=0,147
M5 -8,224 5,649 0,668 . . .
Tableau 5.1. Valeurs de la courbure pour une barres a` 5 nœuds
En proce´dant de cette manie`re, toutes les courbures de barres sont calcule´es et le maximum
est retenu, Cmax = 0, 216 pour cet exemple. Cette valeur est conside´re´e comme e´tant la fonction
couˆt du chromosome de la figure 5.14, une fonction que l’on cherche a` minimiser par la suite.
Pour avoir une ide´e sur la valeur de cette fonction fitness dans le cas d’une demi-sphe`re, on
conside`re les maillages e´le´mentaires trace´s en variant les angles β1 et β2 de 10◦ entre 20◦ et 160◦,
alors que les angles α1, α2, γ1i, γ2j , ²1k et ²2l restent nuls. Les valeurs de la courbure maximale
pour chaque cas sont re´sume´es dans le tableau 5.2.
Le tableau a e´te´ dresse´ pour un pas de maillage d’une et de deux unite´s. Vu les syme´tries que
pre´sente la demi-sphe`re, l’angle 90◦ pre´sente une syme´trie pour les maillages. On remarque que
l’angle β pour lequel Cmax est la plus petite est aux alentours de 70◦. La valeur de la courbure
maximale dans ce cas vaut 0, 178231m−1.
α1 α2 β1 β2 Cmax Cmax
w = 1 unite´ w = 2 unite´s
0 0 20 20 0,184215 0,195269
0 0 30 30 0,179822 0,189316
0 0 40 40 0,184484 0,184484
0 0 50 50 0,178986 0,187316
0 0 60 60 0,182835 0,183839
0 0 70 70 0,170166 0,178231
0 0 80 80 0,171440 0,179700
0 0 90 90 0,171867 0,180992
0 0 100 100 0,171440 0,179700
0 0 110 110 0,170166 0,178231
0 0 120 120 0,182835 0,183839
0 0 130 130 0,178986 0,187316
0 0 140 140 0,184484 0,184484
0 0 150 150 0,179822 0,189316
0 0 160 160 0,184215 0,195269
Tableau 5.2. Valeurs de la courbure maximale pour diffe´rents angles de maillage sur une sphe`re
Un autre calcul a e´te´ fait pour un tirage au sort de 10000 chromosomes ale´atoires. Pour chaque
chromosome, la courbure maximale dans les barres est e´value´e. La plus petite valeur de la courbure
maximale des 10000 chromosomes conside´re´s est e´gale a` 0, 187m−1. On remarque que le re´sultat
du tirage au sort effectue´ n’est pas meilleur que celui d’un simple calcul par essai-erreur.
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5.3.1.4 Se´lection des parents
Le principe de “Se´lection par tournoi” ou “tournament paring” de´crit dans le paragraphe
5.2.4.2 est celui choisi pour se´lectionner les parents. Deux chromosomes sont choisis ale´atoirement
auxquels on associe la valeur de la fonction couˆt correspondante. Ces deux valeurs sont compare´es
et le chromosome ayant la plus petite valeur de courbure maximale est retenu comme premier
parent. La proce´dure est re´pe´te´e pour le choix du deuxie`me parent.
5.3.1.5 Croisement
Le croisement uniforme, nomme´ “ripple crossover” en anglais, est utilise´ dans cet exemple. Soit
P1 et P2 deux chromosomes se´lectionne´s comme deux parents durant la phase de se´lection par
tournoi. Ces deux chromosomes sont sujets au croisement uniforme et leurs ge`nes sont e´change´s
d’une manie`re ale´atoire comme de´crit dans le paragraphe 5.2.5.3 avec une probabilite´ de croisement
pc e´gale a` 0,5. A l’issu de cette proce´dure, deux enfants E1 et E2 sont cre´e´s (figure 5.19).
xA yA α1 α2 β1 β2 γ1i γ2j ε1k ε2l... ... ... ... ... ... ... ..., , , , , , , , , , , , , , , , , , ... 0 ..., ,






xA yA α1 α2 β1 β2 γ1i γ2j ε1k ε2l... ... ... ... ... ... ... ..., , , , , , , , , , , , , , , , , , ... 0 ..., ,
xA yA α1 α2 β1 β2 γ1i γ2j ε1k ε2l... ... ... ... ... ... ... ..., , , , , , , , , , , , , , , , , , ... 0 ..., ,
Figure 5.19. Croisement uniforme entre 2 chromosomes P1 et P2
Les deux premiers ge`nes correspondent aux coordonne´es xA et yA du point A, point d’inter-
section des deux directrices. Comme de´ja` mentionne´, ce point est fixe´ a` A(0,0,10). Ainsi, les deux
premiers ge`nes restent a` ze´ro meˆme s’ils sont e´change´s entre les deux chromosomes. Les autres
ge`nes sont e´change´s d’une manie`re ale´atoire. Chaque chromosome enfant cre´e´ correspond a` une
solution pour mailler la demi-sphe`re.
5.3.1.6 Mutation
Cette ope´ration est effectue´e sur les chromosomes enfants cre´e´s par l’e´tape de croisement. La
probabilite´ de mutation pm est fixe´e a` 0,01 dans cet exemple. Ainsi un ge`ne sur 100 est mute´ durant
la phase de mutation (paragraphe 5.2.6). La figure 5.20 repre´sente les deux chromosomes enfants
cre´e´s pre´ce´demment. Le ge`ne γm du chromosome enfant E2 est suppose´ eˆtre le ge`ne qui subit une
mutation.
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Les ge`nes mute´s g′i doivent obe´ir aux conditions impose´es sur les ge`nes cite´es dans le paragraphe
5.3.1.2. Ainsi :
– Si le ge`ne a` muter gi est le premier ou le deuxie`me ge`ne du chromosome, ceci correspond aux
coordonne´es du point A qui ne devraient pas subir de changement, alors g′i=gi ;
– Si gi correspond au troisie`me ge`ne α1 alors −90◦ ≤ g′i ≤ 90◦ ;
– Si gi correspond au quatrie`me ge`ne α2 alors α1 − 10◦ ≤ g′i ≤ α1 + 10◦ ;
– Si gi correspond au cinquie`me ge`ne β1 alors α1 + 30◦ ≤ g′i ≤ 180◦ ;
– Si gi correspond au sixie`me ge`ne β2 alors β1 − 10◦ ≤ g′i ≤ β1 + 10◦ ;
– Si gi correspond a` un des autres ge`nes, alors −10◦ ≤ g′i ≤ 10◦.
E1
E2
xA yA α1 α2 β1 β2 γ1i γ2j ε1k ε2l... ... ... ... ... ... ... ..., , , , , , , , , , , , , , , , , , ... 0 ..., ,






Figure 5.20. Mutation effectue´e pour les deux chromosomes enfants E1 et E2
5.3.1.7 E´valuation et remplacement
A la suite de la phase de croisement et de mutation, deux chromosomes CE1 et CE2 sont cre´e´s.
Ces deux chromosomes pre´sentent chacun une solution potentielle au proble`me et ainsi une solution
pour mailler la demi-sphe`re. Toutefois, on ne pourra pas garantir que les chromosomes obtenus
donneront un maillage de la sphe`re en entier et sans chevauchement. Pour cela, on ve´rifie pour
chaque chromosome, tout comme pour la phase initiation, pouvoir mailler les zones hachure´es de la
figure 5.16 correspondantes aux intervalles [Xmin, Xmin+w], [Xmax-w,Xmax], [Ymin, Ymin+w]
et [Ymax-w,Ymax]. Si c’est le cas, la sphe`re est bien maille´e, la fonction couˆt est calcule´e pour le
chromosome comme explique´ dans le paragraphe 5.3.1.3. Si par contre, la surface n’est pas maille´e
en entier ou bien si le maillage pre´sente des chevauchements, alors le chromosome ne pourra pas
eˆtre conside´re´ comme solution du proble`me. Pour cela on l’affecte d’une fonction couˆt relativement
grande par rapport a` celles donne´es dans le tableau 5.2 afin de garantir qu’il soit e´limine´ par la
suite.
Pour chacun des 100 chromosomes de la population conside´re´e (figure 5.2), on affecte une valeur
de la fonction couˆt calcule´e suivant le paragraphe 5.3.1.3. Les 100 chromosomes sont par la suite
trie´s par ordre croissant de leurs valeurs de fonction couˆt. Ainsi pour (C1, . . . , Ci, . . . , C100), on a
(f1 < . . . < fi < . . . < f100). Les chromosomes CE1 et CE2 sont ajoute´s a` la population et classe´s
avec les 100 autres chromosomes en fonction de leurs fonctions fitness. Les deux chromosomes ayant
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les deux plus grandes valeurs de la fonction couˆt sont e´limine´s (figure 5.21). A` la suite de cette
e´tape, il reste 100 chromosomes.
5.3.1.8 Cycle d’e´volution
Le processus de se´lection, croisement, mutation et remplacement de´crit ci-dessus est re´pe´te´



























































































Figure 5.21. Algorithmes ge´ne´tiques
5.3.1.9 Convergence
Le processus de convergence est celui explique´ dans le paragraphe 5.2.8 et cela sur la moyenne
des fonctions fitness. Le test de convergence est effectue´ sur les 6 dernie`res ge´ne´rations de telle
manie`re que : ∣∣∣∣fi − fi−1fi
∣∣∣∣ < 1e− 10 (5.14)
ou` :
fi est la moyenne des valeurs de la fonction fitness a` la ge´ne´ration i
fi−1 est la moyenne des valeurs de la fonction fitness a` la ge´ne´ration i-1
5.3.1.10 Re´sultats
Le graphe de la figure 5.22 repre´sente la fonction fitness moyenne de chaque ge´ne´ration et la
plus petite de chaque ge´ne´ration en fonction du nombre de ge´ne´rations. La droite noire ayant pour
e´quation y=0,187 repre´sente la valeur minimale de la courbure maximale obtenue en effectuant un
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tirage au sort de 10000 chromosomes, alors que celle en vert ayant l’e´quation y=0,178 repre´sente
la valeur de´duite du tableau 5.2 comme e´tant la valeur de Cmax minimale que l’on peut atteindre
par le calcul par essai-erreur. Cette valeur correspond a` un angle β e´gale a` 70◦ entre les deux
directrices.















Essai-Erreur  0,178 
 best fitness
mean fitness
Tirage au sort 0,187
Figure 5.22. Fonction fitness en fonction du nombre de ge´ne´rations
Vue isométrique Vue de dessus
A
Figure 5.23. Maillage de la demi-sphe`re par le chromosome retenu a` la suite de l’optimisation
par les algorithmes ge´ne´tiques
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La fonction fitness moyenne des 100 chromosomes de la premie`re ge´ne´ration est de 0,2262m−1,
alors que celle du meilleur chromosome de la premie`re ge´ne´ration est de 0,196m−1. Au bout de
51 ge´ne´rations, la convergence est atteinte. La ge´ne´ration finale obtenue a une fonction fitness
moyenne de l’ordre de 0,1718m−1. Ainsi, en partant de 100 chromosomes, on re´ussit a` obtenir un
re´sultat qui est ame´liore´ de 8% par rapport a` un tirage au sort et de 3,5% par rapport a` une
me´thode essai-erreur.
Le chromosome retenu est celui donnant le maillage repre´sente´ sur la figure 5.23 et ayant
une courbure maximale de 0, 1718m−1. On remarque que, sur la grille repre´sente´e, les barres se
rapprochent les unes des autres au niveau des appuis de la zone entoure´e en rouge de la figure 5.23.
5.3.1.11 Influence du point d’initiation du maillage
Dans l’exemple qu’on vient de de´crire, le point d’initiation du maillage A qui n’est autre que
le point d’intersection des deux directrices, e´tait fixe´ au sommet de la demi-sphe`re A(0,0,10). Ce
choix est duˆ a` la syme´trie de la forme choisie. Dans ce paragraphe, on laisse au point A la liberte´
d’eˆtre choisi ale´atoirement dans une zone de´limite´e par les segments de droite x = xA − w = −2,
x = xA + w = 2, y = yA − w = −2, y = yA + w = 2. La zone est choisie en fonction du pas de
maillage w qui est e´gal a` deux unite´s.
La meˆme de´marche est faite, le graphe donnant la fonction fitness en fonction du nombre de
ge´ne´rations a une allure semblable a` celui de la figure 5.22. Le chromosome retenu est celui dont
le maillage est pre´sente´ sur la figure 5.24 et ayant une courbure maximale de 0, 17148m−1. On
remarque que le re´sultat est le´ge`rement ame´liore´ de celui ou` l’on fixe le point A au sommet. Ceci
est duˆ aux syme´tries que pre´sente la forme e´tudie´e.
Vue isométrique Vue de dessus
A
Figure 5.24. Maillage de la demi-sphe`re par le chromosome retenu a` la suite de l’optimisation
par les algorithmes ge´ne´tiques
5.3.2 Effets des parame`tres des algorithmes ge´ne´tiques sur le maillage
Dans cette partie, on montre l’effet de certains parame`tres sur l’optimisation du maillage de la
sphe`re. Les parame`tres traite´s sont :
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• le nombre de chromosomes npop dans la population ;
• la probabilite´ de mutation pm.
5.3.2.1 Sur le nombre de chromosomes dans la population
Dans ce paragraphe, on fixe la probabilite´ de croisement pc a` 0,5 et celle de mutation pm a`
0,01. On fait varier le nombre de chromosome entre 50 et 900 chromosomes et on optimise la
courbure maximale dans le maillage suivant l’algorithme de´crit ci-dessus. On calcule a` chaque fois
le chromosome qui aboutit a` la courbure maximale la moins e´leve´e. Dans l’exemple pre´ce´dant, on
rappelle que le nombre de chromosome e´tait de 100. Pour des raisons de capacite´ de calcul, on s’est
limite´ a` 900 chromosomes. Un calcul sur 100 chromosomes peut prendre entre deux a` trois heures
pour converger. Tandis qu’un calcul sur 900 chromosomes peut durer trois a` quatre jours.
La figure 5.25 montre la variation de la valeur de la fonction fitness finale en fonction du nombre
de chromosomes. Chaque valeur repre´sente´e sur le graphe par un point rouge correspond a` une
moyenne de trois calculs re´alise´s. Chaque calcul est identique a` celui de´crit dans le paragraphe
5.3.1. La droite bleue repre´sente le re´sultat d’un tirage au sort de 10000 chromosomes, alors que




























Tirage au sort 0,187
Figure 5.25. Sensibilite´ du re´sultat sur le nombre de chromosomes
D’apre`s le graphe de la figure 5.25, on remarque que plus on augmente le nombre de chromo-
somes, plus la fonction fitness devient petite. Parmi les calculs re´alise´s, le calcul fait en partant de
900 chromosomes repre´sente le calcul pour lequel la courbure maximale du maillage correspondant
est la plus petite. Cette valeur est de 0,15613 m−1. Le maillage correspondant au chromosome
retenu est repre´sente´ sur la figure 5.26. Ainsi, en partant de 900 chromosomes, on re´ussit a` obtenir
un re´sultat qui est 16,5% meilleur que par du tirage au sort et 12% par essai-erreur.
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Vue isométrique Vue de dessus
A
Figure 5.26. Maillage de la demi-sphe`re par le chromosome retenu a` la suite de l’optimisation
par les algorithmes ge´ne´tiques
5.3.2.2 Sur la probabilite´ de mutation
On fixe dans ce paragraphe le nombre de chromosomes a` 100, la probabilite´ de croisement a` 0,5
et on fait varier la probabilite´ de mutation pm entre 0 et 0,2. Le graphe de la figure 5.27 montre la
variation de la fonction fitness en fonction de la probabilite´ de mutation. Chaque valeur, illustre´e
sur le graphe par un point rouge, est la moyenne de la valeur fitness obtenue par trois calculs. On
remarque que les valeurs varient d’une fac¸on ale´atoire et il semble difficile de tirer une valeur de la


























Tirage au sort 0,187
Figure 5.27. Sensibilite´ du re´sultat sur la probabilite´ de mutation pm infe´rieure a` 0,2
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5.3.3 Conclusions sur l’optimisation du maillage d’une demi-sphe`re
Nous avons montre´ un exemple d’optimisation du maillage sur une demi-sphe`re obtenu par la
me´thode du compas afin d’expliquer la proce´dure d’optimisation via les algorithmes ge´ne´tiques
mise en place. Pour une surface pareille pre´sentant des syme´tries, un simple calcul par essai-erreur
n’est pas tre`s loin de la solution optimale trouve´e et peut eˆtre identifie´e comme premie`re solution
du maillage de la demi-sphe`re. La proce´dure d’optimisation introduite dans ce chapitre permet de
trouver une solution qui est 15% meilleur que par un tirage au sort et 11% par essai-erreur. Pour
e´prouver la me´thode d’optimisation propose´e, on pre´sente dans ce qui suit une application sur une
surface qui ne pre´sente pas de syme´tries, comme c’e´tait le cas dans l’exemple pre´ce´dent.
5.4 Application des algorithmes ge´ne´tiques a` la me´thode du com-
pas pour une surface sinuso¨ıdale tridimensionnelle
5.4.1 Exemple illustratif
. Comme de´ja` mentionne´, la surface e´tudie´e dans l’exemple pre´ce´dant e´tait syme´trique. Dans
le but de montrer la robustesse de l’algorithme, un exemple de surface ayant une double courbure
inverse et ne pre´sentant pas de syme´tries est propose´. Soit la surface ayant l’e´quation carte´sienne
fournie par l’e´quation 5.15 sur laquelle on de´sire optimiser le maillage avec une grille de pas de
maillage e´gal a` une unite´. La figure 5.28 montre une repre´sentation de la surface conside´re´e.
z = 0, 05.x. sin(x) + sin(y) (5.15)
avec
{
0 ≤ x ≤ 10












Figure 5.28. Repre´sentation de la surface sinuso¨ıdale conside´re´e
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5.4.1.1 Chromosome et ge`nes
Comme dans l’exemple pre´ce´dant (paragraphe 5.3.1.1), un chromosome de taille t est de´fini
par un ensemble de t ge`nes groupant les coordonne´es du point A, les angles ne´cessaires pour le
maillage et des ge`nes nuls (figure 5.13).
Un exemple de chromosome ale´atoire de 50 ge`nes est donne´ par la figure 5.29 et le maillage
correspondant sur la surface est trace´ sur la figure 5.30.
  
   5.000,   2.000,     85.511,    80.134,   154.646,   154.365,      7.826,    5.242,   -0.876,   -9.630,   
   6.428,  -1.106,      2.308,      5.839,       8.436,       4.764,     -6.475,   -1.886,    8.709,    8.338,
       0.0,       0.0,          0.0,          0.0,           0.0,           0.0,           0.0,        0.0,        0.0,        0.0,  
       0.0,       0.0,          0.0,          0.0,           0.0,           0.0,           0.0,        0.0,        0.0,        0.0,  
       0.0,       0.0,          0.0,          0.0,           0.0,           0.0,           0.0,        0.0,        0.0,        0.0  
Figure 5.29. Un chromosome de 50 ge`nes ge´ne´re´ ale´atoirement
A
Vue isométrique Vue de dessus
Figure 5.30. Maillage de la demi-sphe`re par le chromosome ale´atoire de la figure 5.14
5.4.1.2 Initiation
Tout comme l’exemple pre´ce´dant on introduit certaines conditions aux ge`nes pour s’assurer
que la surface a e´te´ maille´e correctement, en entier et sans chevauchement. Ces conditions sont les
suivantes :
• Le point A est fixe´ toujours au milieu de la surface conside´re´e, ainsi xA = 5, yA = 2 et
zA = 0, 05.xA. sin(xA) + sin(yA) = 0, 669566 ;
• Afin de mailler la surface en entier l’e´cart minimum entre les directrices est fixe´ a` 30◦. Ainsi :
• α1 + 30◦ ≤ β1 ≤ 180◦ ;
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• |α1 − β1| ≥ 30◦ ;
• |α1 − β2| ≥ 30◦ ;
• |α2 − β1| ≥ 30◦ ;
• |α2 − β2| ≥ 30◦ ;
• Afin d’e´viter des diffe´rences de courbure trop importantes, les angles de variation des deux
directrices ont e´te´ prises de la manie`re suivante :
• α1 − 10◦ ≤ α2 ≤ α1 + 10◦ ;
• β1 − 10◦ ≤ β2 ≤ β1 + 10◦ ;
• − 10◦ ≤ γ1i, γ2j , ²1k et ²2l ≤ 10◦.
• Pour pouvoir mailler en entier la surface ayant 0 ≤ x ≤ 10 et 0 ≤ y ≤ 4, le maillage a e´te´
effectue´ pour −10 ≤ x ≤ 10 et −4 ≤ y ≤ 4 puis coupe´.
Supposons qu’une population est forme´e de 100 chromosomes. Alors, 100 chromosomes iden-
tiques a` celui de la figure 5.29 et qui ve´rifient les conditions cite´es ci-dessus sont ge´ne´re´s d’une fac¸on
ale´atoire. Pour chaque chromosome ge´ne´re´, on s’assure que toute la surface a e´te´ maille´e. Ceci est
fait en identifiant si les quatre parties hachure´es de la figure 5.31 correspondantes aux intervalles
[Xmin, Xmin+w], [Xmax-w,Xmax], [Ymin, Ymin+w] et [Ymax-w,Ymax] ont e´te´ maille´es.
Apre`s ve´rification du chromosome, 99 autres sont ge´ne´re´s de la meˆme manie`re. Ainsi, on cre´e
























Figure 5.31. Ve´rification du maillage
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5.4.1.3 De´finition de la fonction couˆt ou “fitness function”
La fonction fitness est conside´re´e comme e´tant la valeur de la courbure maximale dans le
maillage (paragraphe 5.3.1.3).
Conside´rons le chromosome de la figure 5.29. Une des barres du maillage obtenu par ce chromo-
some est forme´e par cinq points, soient M1, M2, M3, M4 et M5 de coordonne´es repre´sente´es dans
le tableau 5.3. A` l’aide de la formule de l’e´quation 5.13, on peut calculer une valeur de la cour-
bure pour chaque trois nœuds conse´cutifs. Ainsi on obtient trois valeurs de la courbure C1=0,145,
C2=0,171 et C3=0,147.
Nœud Mi xi yi zi Courbure
M1 0,656 0,193 0,212 . . .
M2 0,990 0,906 0,828 C1 = C{M1,M2,M3}=0,488
M3 1,257 1,851 1,021 C2 = C{M2,M3,M4}=0,758
M4 1,310 2,698 0,492 C3 = C{M3,M4,M5}=0,212
M5 1,384 3,414 -0,201 . . .
Tableau 5.3. Valeurs de la courbure pour une barres a` 5 nœuds
Proce´dant de cette manie`re, toutes les courbures des deux directions de barres sont calcule´es
et le maximum des ses courbures est retenu, Cmax = 0, 804 pour cet exemple. Cette valeur est
conside´re´e comme e´tant la fonction couˆt du chromosome donnant le maillage de la figure 5.30.
De la meˆme fac¸on que pour la demi-sphe`re, on dresse le tableau 5.4 qui donne la valeur des
courbures maximales pour des maillages trace´s sur la surface en variant les angles β1 et β2 de 10◦
entre 30◦ et 150◦, et en maintenant les angles α1, α2, γ1i, γ2j , ²1k et ²2l a` ze´ro. D’apre`s ce tableau,
on remarque que l’angle β pour lequel Cmax a la plus petite valeur est aux alentours de 150◦. La
courbure maximale dans ce cas est de 0,466845m−1.
α1 α2 β1 β2 Cmax
0 0 30 30 0,483813
0 0 40 40 0,556139
0 0 50 50 0,610620
0 0 60 60 0,634629
0 0 70 70 0,660290
0 0 80 80 0,682084
0 0 90 90 0,677669
0 0 100 100 0,688008
0 0 110 110 0,678758
0 0 120 120 0,647850
0 0 130 130 0,594985
0 0 140 140 0,525152
0 0 150 150 0,466845
Tableau 5.4. Valeurs de la courbure maximale pour diffe´rents angles de maillage
Un tirage au sort de 10000 chromosomes ale´atoires a e´te´ re´alise´. La plus petite valeur de la
courbure maximale des 10000 chromosomes conside´re´s a e´te´ retenue, elle est e´gale a` 0, 405m−1.
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Dans cet exemple, contrairement a` celui de la demi-sphe`re, un tirage au sort peut donner un
re´sultat meilleur que celui par essai-erreur.
5.4.1.4 Cycle d’e´volution : Se´lection des parents, croisement, mutation et remplace-
ment
En proce´dant de la meˆme manie`re que dans l’exemple pre´ce´dant, les chromosomes parents sont
se´lectionne´s par le principe de “se´lection par tournoi” (paragraphe 5.2.4.2). Une fois les parents
choisis, le croisement uniforme avec une probabilite´ de croisement de 0,5, est applique´ afin de cre´er
deux chromosomes enfants (paragraphe 5.2.5.3). Les ge`nes des chromosomes enfants subissent par
la suite une mutation avec une probabilite´ de mutation de 0,01, selon la proce´dure de´crite dans
le paragraphe 5.2.6. Les conditions sur les ge`nes mute´s sont les meˆmes que celles du paragraphe
5.3.1.6.
Les deux chromosomes ainsi forme´s sont classe´s avec les 100 chromosomes de la population et
cela selon leurs fonctions couˆts. Les deux chromosomes ayant les fonctions couˆts les plus grandes
sont e´limine´s. Le cycle ainsi de´crit est re´pe´te´ 50 fois pour obtenir la nouvelle ge´ne´ration.
5.4.1.5 Convergence
De la meˆme manie`re que pour la demi-sphe`re, on applique processus de convergence donne´ par
l’e´quation 5.16 sur la moyenne des fonctions couˆts sur les 6 dernie`res ge´ne´rations.∣∣∣∣fi − fi−1fi
∣∣∣∣ < 1e− 10 (5.16)
ou` :
fi est la moyenne des valeurs de la fonction fitness a` la ge´ne´ration i
fi−1 est la moyenne des valeurs de la fonction fitness a` la ge´ne´ration i-1
5.4.1.6 Re´sultats
Le graphe de la figure 5.32 repre´sente la fonction fitness moyenne et la plus petite de chaque
ge´ne´ration en fonction du nombre de ge´ne´rations. La droite noire ayant pour e´quation y=0,405
repre´sente la valeur minimale de la courbure maximale obtenue en effectuant un tirage au sort de
10000 chromosomes, alors que celle en vert ayant l’e´quation y=0,467 repre´sente la valeur de´duite
du tableau 5.4 comme e´tant la valeur de Cmax minimale que l’on peut atteindre par le calcul par
essai-erreur.
La fonction fitness moyenne des 100 chromosomes de la premie`re ge´ne´ration est de 0,7m−1,
alors que celle du meilleur chromosome de la premie`re ge´ne´ration est de 0,47m−1. La convergence
est atteinte au bout de 41 ge´ne´rations. La ge´ne´ration finale obtenue a une fonction fitness moyenne
de l’ordre de 0,378m−1. Ainsi, avec 100 chromosomes, le re´sultat obtenu est 7% meilleur que par
tirage au sort et 19% par essai-erreur.
Le chromosome retenu est celui donnant le maillage de la figure 5.33 et ayant une courbure
maximale de 0, 378m−1. On remarque d’apre`s la grille repre´sente´e, que l’orientation des barres
vient chercher des moindres courbures et des angles faibles.
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Tirage au sort 0,405
Figure 5.32. Fonction fitness en fonction du nombre de ge´ne´rations
Vue de dessusVue isométrique
A
Figure 5.33. Maillage de la surface par le chromosome retenu a` la suite de l’optimisation par les
algorithmes ge´ne´tiques
5.4.1.7 Influence du point d’initiation du maillage
Dans l’exemple pre´sente´, le point d’intersection des deux directrices e´tait fixe´ au milieu de la
surface conside´re´e au point A(5,2,0,67). Dans ce paragraphe, on choisi le point A ale´atoirement
dans une zone de´limite´e par les segments de droite x = xA−w = 4, x = xA+w = 6, y = yA−w = 1,
y = yA + w = 3. La zone est choisie en fonction du pas de maillage w qui est e´gal a` une unite´.
On proce`de de la meˆme manie`re que pre´ce´demment. Le chromosome retenu a` la fin de la
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proce´dure d’optimisation est celui dont le maillage est pre´sente´ sur la figure 5.34 et ayant une
courbure maximale de 0, 365m−1. Cette valeur e´tait de 0,378m−1 dans le cas ou` l’on fixe le point
A au milieu de la surface. Ainsi, on remarque une le´ge`re diminution de la courbure.
Vue isométrique Vue de dessus
A
Figure 5.34. Maillage de la surface sinuso¨ıdale par le chromosome retenu a` la suite de l’optimi-
sation par les algorithmes ge´ne´tiques
5.4.2 Effets des parame`tres des algorithmes ge´ne´tiques sur le maillage
Vu que la surface de l’exemple pre´ce´dant est un cas particulier pre´sentant des syme´tries, on
re´alise une nouvelle e´tude de parame`tres pour la surface sinuso¨ıdale. Les meˆmes parame`tres sont
traite´s :
• le nombre de chromosomes npop dans la population ;
• la probabilite´ de mutation pm.
5.4.2.1 Sur le nombre de chromosomes dans la population
Dans ce paragraphe, on fixe la probabilite´ de croisement pc a` 0,5 et celle de mutation pm a`
0,01. On fait varier le nombre de chromosome entre 100 et 700 chromosomes et on optimise la
courbure maximale dans le maillage suivant l’algorithme de´crit ci-dessus. On calcule a` chaque fois
le chromosome qui aboutit a` la courbure maximale la moins e´leve´e.
La figure 5.35 montre la variation de la valeur de la fonction fitness finale en fonction du
nombre de chromosomes. Chaque valeur repre´sente´e sur le graphe par un point rouge repre´sente
une moyenne de trois calculs re´alise´s. Chaque calcul est identique a` celui de´crit dans le paragraphe
5.4.1. La droite bleue repre´sente le re´sultat d’un tirage au sort de 10000 chromosomes, alors que
celle en vert repre´sente le re´sultat obtenu par essai-erreur.




























Tirage au sort 0,405




Figure 5.36. Maillage de la demi-sphe`re par le chromosome retenu a` la suite de l’optimisation
par les algorithmes ge´ne´tiques
Comme pour l’exemple pre´ce´dent, on remarque d’apre`s le graphe de la figure 5.35, que la
fonction fitness est de´croissante suivant le nombre de chromosomes. Parmi les calculs re´alise´s, le
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calcul fait en partant de 700 chromosomes repre´sente le calcul pour lequel la courbure maximale
du maillage correspondant est la plus petite. Cette valeur est de 0,35905 m−1. Ainsi, en partant de
700 chromosomes, le re´sultat est meilleur de 11,5% que par tirage au sort et 23% par essai-erreur.
Le maillage correspondant au chromosome retenu est repre´sente´ sur la figure 5.36. Il est remar-
quable d’apre`s la grille obtenue que le maillage se resserre d’une coˆte´ de la surface en cherchant les
moindres courbures. Un maillage pareil peut pre´senter des difficulte´s pendant la mise en forme du
gridshell.
5.4.2.2 Sur la probabilite´ de mutation
Le graphe de la figure 5.37 montre la variation de la fonction fitness en fonction de la probabilite´
de mutation. Chaque valeur, illustre´e sur le graphe par un point rouge, est la moyenne de la valeur
fitness obtenue par trois calculs. Les calculs ont e´te´ faits sur une population de 100 chromosomes
et une probabilite´ de croisement de 0,5 et en faisant varier la probabilite´ de mutation pm entre
0 et 0,2. Dans le cas de la surface sinuso¨ıdale, comme pour le cas de la demi-sphe`re, les valeurs
obtenues varient d’une fac¸on ale´atoire et on ne peut pas tirer une valeur de la probabilite´ de
mutation critique pour le calcul.
La meˆme e´tude a e´te´ faite sur la probabilite´ de croisement et les valeurs obtenues sont aussi
ale´atoires. On peut conclure que la probabilite´ de croisement et celle de mutation n’ont pas d’in-
fluence sur le re´sultat de l’algorithme d’optimisation propose´. Ceci peut eˆtre duˆ au fait qu’on
introduit plusieurs conditions au proble`me et on e´limine tous les chromosomes qui ne conduisent
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Essai-erreur 0,467
Tirage au sort 0,405
Figure 5.37. Sensibilite´ du re´sultat sur la probabilite´ de mutation pm infe´rieure a` 0,2
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5.4.3 Conclusions sur l’optimisation du maillage d’une surface sinuso¨ıdale
Nous avons montre´ dans cette partie un exemple d’optimisation du maillage sur une surface
ayant une double courbure inverse et ne pre´sentant pas de syme´tries, une surface ayant une e´quation
carte´sienne sinuso¨ıdale. Pour une surface pareille, un calcul essai-erreur ne suffit pas pour pre´dire
les orientations dans la grille. La proce´dure d’optimisation introduite dans ce chapitre a permis de
trouver une solution qui est 11,5% meilleur que par un tirage au sort et 23% par essai-erreur et
cela en partant de 700 chromosomes. Cependant on remarque que parfois le maillage se resserre
afin de trouver les moindres courbures.
5.5 Application des algorithmes ge´ne´tiques a` la me´thode du com-
pas pour un parabolo¨ıde hyperbolique
La troisie`me surface conside´re´e est le parabolo¨ıde hyperbolique donne´e par l’e´quation 5.17. Le
maillage est effectue´ par la me´thode du compas avec un pas de maillage de 0,3 unite´ et en partant
du point A(0,0,0). La figure 5.38 montre une repre´sentation de la surface conside´re´e.
z = x2 − y2 (5.17)
avec
{
−1 ≤ x ≤ 1












Figure 5.38. Repre´sentation du parabolo¨ıde hyperbolique conside´re´
La de´finition des chromosomes, des ge`nes et de la fonction fitness est pareille a` celle des deux
exemples pre´ce´dents. Un exemple de maillage de la surface conside´re´e par un chromosome ale´atoire
est illustre´ sur la figure 5.39.
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A
Vue isométrique Vue de dessus
Figure 5.39. Maillage du parabolo¨ıde hyperbolique par un chromosome ale´atoire
En proce´dant par essai-erreur, le maillage de la surface a e´te´ fait en fixant l’angle α1 et l’angle
α2 (cf. figure 5.11) a` ze´ro et en faisant varier les angles β1 et β2 de 10◦ entre 50◦ et 130◦ (pour les
autres angles, la surface n’est pas maille´e en entier, ou bien le maillage obtenu se chevauche). Pour
les maillages re´sultants, la valeur maximale de courbure dans les barres e´tait de 1, 85m−1.
Un autre essai a e´te´ fait avec un tirage au sort de 10000 chromosomes ale´atoires. La plus petite
valeur de la courbure maximale des 10000 chromosomes conside´re´s a e´te´ retenue, elle est e´gale a`
1, 24m−1.
Pour appliquer la proce´dure d’optimisation par algorithmes ge´ne´tiques dont les e´tapes sont
de´crites dans le paragraphe 5.3, une population de 700 chromosomes a e´te´ choisie. Chaque chro-
mosome est forme´ de 50 ge`nes. Le nombre de chromosomes a e´te´ choisi a` la suite des re´sultats
de l’e´tude de la sensibilite´ du nombre de chromosomes sur la fonction fitness re´alise´e sur les deux
exemples pre´ce´dents.
Le graphe de la figure 5.40 repre´sente la fonction fitness moyenne de chaque ge´ne´ration et celle
la plus petite de la ge´ne´ration en fonction du nombre de ge´ne´rations. La droite noire ayant pour
e´quation y=1,24 repre´sente la valeur minimale de la courbure maximale obtenue en effectuant un
tirage au sort de 10000 chromosomes, alors que celle en vert ayant l’e´quation y=1,85 repre´sente la
valeur de Cmax minimale que l’on peut atteindre par le calcul par essai-erreur.
En partant d’une valeur moyenne de la fonction fitness de la population initiale de 2m−1, la
courbure moyenne de la ge´ne´ration finale est de 0, 83m−1, faisant ainsi une ame´lioration significative
de 58, 5%. Cette valeur est fournie par le chromosome dont le maillage est repre´sente´ sur la figure
5.41. Le re´sultat obtenu en partant de 700 chromosomes est 33% meilleur que par tirage au sort
et 55,2% par essai-erreur.
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mean fitness
Figure 5.40. Fonction fitness en fonction du nombre de ge´ne´rations
A
Vue isométrique Vue de dessus
Figure 5.41. Maillage du parabolo¨ıde hyperbolique par le chromosome retenu a` la suite de l’opti-
misation par les algorithmes ge´ne´tiques
Un parabolo¨ıde hyperbolique peut eˆtre de´fini comme une surface re´gle´e engendre´e par des
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droites. Pour la surface conside´re´e ayant l’e´quation z = x2−y2, les lignes de moindre courbure, qui
sont des droites dans le cas d’un parabolo¨ıde hyperbolique, sont trace´es a` 45◦ des paraboles de la
surface (figure 5.42). Or la distance entre deux points pris chacun sur une des deux lignes de moindre
courbure n’est pas constante. La me´thode du compas, quand a` elle, elle permet de construire
un maillage re´gulier dont le pas est constant. La figure 5.43 montre le maillage du parabolo¨ıde
hyperbolique avec la me´thode du compas en partant de deux directrices faisant respectivement un
angle de 45◦ et 135◦ avec le plan (xOz). On remarque bien que les deux directrices sont des segments
de droites et ont ainsi des courbures nulles, mais ce n’est pas le cas pour les autres barres de la
grille. Pour un maillage pareil, le maximum de courbure est calcule´ e´gal a` 1, 39m−1. Cette valeur
valait 0, 83m−1 pour le maillage du chromosome retenu de l’algorithme d’optimisation propose´.
Figure 5.42. Repre´sentation du parabolo¨ıde hyperbolique par des droites [3]
A
Vue isométrique Vue de dessus
Figure 5.43. Maillage du parabolo¨ıde hyperbolique avec des angles de 45◦ et 135◦ des directrices
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5.6 Conclusions
Dans ce chapitre, nous avons mis en œuvre une me´thode permettant l’optimisation de l’orienta-
tion des barres et du maillage d’un gridshell pour une forme impose´e tout en couplant la me´thode
du compas a` des algorithmes ge´ne´tiques. Apre`s un petit rappel sur le principe de fonctionnement
des algorithmes me´taheuristiques types algorithmes ge´ne´tiques, des exemples d’application de la
me´thode propose´e sont re´alise´s. Dans le cas d’une forme simple pre´sentant des syme´tries, comme
la demi-sphe`re, des calculs par essai-erreur peuvent aboutir a` des re´sultats qui ne sont pas loin des
optimaux. Quand la surface devient plus complexe, le calcul par essai-erreur seul ne suffit pas pour
pre´dire les orientations des barres aboutissant a` des courbures faibles. Deux formes pre´sentant une
double courbure inverse sont e´tudie´es par la suite, une surface a` e´quation carte´sienne sinuso¨ıdale
et un parabolo¨ıde hyperbolique. Pour ces deux surfaces la pre´diction de l’orientation des barres est
loin d’eˆtre facile a` faire. L’algorithme d’optimisation propose´ donne des re´sultats satisfaisants en
termes de minimum de courbures pour certaines surfaces, comme pour le parabolo¨ıde hyperbolique.
Cependant, le maillage est parfois un peu serre´ et les barres se rapprochent l’une de l’autre afin de
trouver les moindres courbures, comme c’e´tait le cas pour la surface sinuso¨ıdale.
Dans ce travail, on a cherche´ a` avoir des barres critiques les moins courbe´es possible. L’op-
timisation est faite sur la fonction fitness, conside´re´e dans l’algorithme propose´ comme e´tant la
courbure maximale dans les barres du maillage obtenu. Des changements peuvent eˆtre faite sur
cette fonction fitness et cela selon les contraintes structurales et architecturales. Cette fonction peut
eˆtre conside´re´e comme la moyenne de toutes les courbures dans le maillage ou bien la moyenne des
10% des courbures maximales par exemple.
Conclusions et Perspectives
Les gridshells sont des structures a` double courbure obtenues par de´formation e´lastique d’une
grille plane sans rigidite´ en cisaillement. Ces structures peuvent constituer des couvertures de
structures de ge´nie civil telles que des bassins d’eau, des centres de traitement de de´chets, des
enveloppes de baˆtiments, etc. Elles proposent des proce´dures de montage simples et e´conomiques, et
peuvent eˆtre aise´ment couvertes par des textiles par exemple. La majorite´ des gridshells construits
est en bois. Le laboratoire Navier a montre´ la faisabilite´ des gridshells en mate´riaux composites
en construisant deux prototypes. Apre`s une synthe`se bibliographique sur les gridshells et leur
historique, une e´tude sur les mate´riaux qui pourraient eˆtre utilise´s pour ces structures a e´te´ re´alise´e.
Les deux me´thodes de recherche de forme de gridshells qui ont e´te´ utilise´es pour la conception de
gridshells a` travers l’histoire ont e´te´ expose´es. La premie`re me´thode est celle du filet inverse´ reposant
sur le retournement d’un filet suspendu sous poids propre. La deuxie`me me´thode est la me´thode
de la relaxation dynamique, une me´thode nume´rique de calcul non-line´aire de structure. Les deux
approches partent de la ge´ome´trie d’une grille a` plat et de conditions aux limites partiellement ou
comple`tement pre´difinies et recherchent la ge´ome´trie de la grille de´forme´e la plus proche possible
de la forme souhaite´e. Ainsi la forme du gridshell est le re´sultat des calculs.
D’apre`s la de´finition du gridshell introduit par l’institut allemand pour les structures le´ge`res
fu¨r leichte Fla¨chentragwerke, mailler un gridshell sur une surface revient a` tracer un re´seau de
barres courbes localement paralle`les et e´quidistantes, ce qui en d’autres termes revient a` tracer des
paralle´logrammes gauches. Mathe´matiquement, le proble`me revient a` tracer un re´seau de Tcheby-
chev sur une surface. Ainsi, nous avons pre´sente´ les diffe´rentes me´thodes de maillage d’un re´seau
de Tchebychev sur une surface. La proble´matique est proche de celle lie´e a` la mise en forme de
tissus sur des empreintes. Il existe cependant des diffe´rences importantes, notamment l’absence de
tension dans les barres de gridshell et l’absence de flexion dans un textile.
Pour ce faire, nous avons choisi de proce´der avec la me´thode du compas, une me´thode ge´ome´trique
introduite dans l’IL10 Gitterschalen [6] pour le maillage de gridshell. Cette me´thode a e´te´ mise en
œuvre et programme´e et constitue un outil de maillage de gridshells sur forme et contours impose´s.
Plusieurs exemples d’applications sur des formes de surface a` double courbure positive, la demi-
sphe`re ou d’autres pre´sentant des doubles courbures inverses ont e´te´ re´alise´s. Ces essais nous ont
fournis quelques cle´s quant a` la possibilite´ de maillage d’une surface par un re´seau de Tchebychev.
Il n’a pas e´te´ possible par exemple de mailler des surfaces se refermant sur elles-meˆmes, telles
qu’une sphe`re, un ellipso¨ıde ou un tore.
La me´thode du compas permet d’obtenir le maillage sur une surface impose´e et ainsi la
ge´ome´trie de la grille de´forme´e. Cela ne permet ni d’obtenir la ge´ome´trie de la grille a` plat, ni
de prendre en compte les proprie´te´s me´caniques des mate´riaux utilise´s. Une solution pour aller
plus loin pourrait eˆtre de coupler cette me´thode a` l’outil AlgoRD de´veloppe´ dans Navier et base´
sur une me´thode de relaxation dynamique.
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Nous avons essaye´ pour re´aliser l’ensemble du design, mise en forme, maillage et de´termination
de la forme “naturelle” (inte´grant les pre´contraintes de flexion et les conditions aux limites), une
autre piste qui passe par l’utilisation d’un code e´le´ments finis. Elle est base´e sur un calcul dynamique
explicite. Elle consiste a` impacter une grille plane articule´e aux nœuds sur une forme, matrice.
La grille e´pouse alors parfaitement ou imparfaitement la forme. Il ne reste qu’a` “de´couper” ce
qui de´passe, fixer les conditions aux limites et supprimer la matrice rigide pour obtenir la forme
“naturelle” de la structure. Cette me´thode constitue un outil pour aider a` pre´voir si une surface est
maillable a` l’aide d’un re´seau de Tchebychev et de simuler le comportement du gridshell une fois
mis en place. Nous avons constate´ a` travers plusieurs exemples de maillage montre´s, que l’obtention
des plis et du chevauchement du maillage est directement lie´e la courbure de la surface e´tudie´e.
Les exemples illustre´s selon la me´thode du compas ou bien selon la me´thode en e´le´ments
finis pre´sentent des premiers e´le´ments de re´ponse sur les surfaces qui sont maillables par un grid-
shell. Ils de´montrent aussi la faisabilite´ d’un gridshell sur des formes qui sont architecturalement
inte´ressantes.
Le re´sultat obtenu par la me´thode e´le´ments finis correspond a` un e´tat d’e´quilibre global
(e´quilibre des nœuds soumis a` un syste`me de force sur la forme) et non comme on pourrait le
penser, a` une optimisation de la direction de barres qui peuvent glisser sans frottement sur l’im-
pacteur. Pour cette raison, un outil d’optimisation des orientations des barres a aussi e´te´ introduit
au cours de ce travail, le but e´tant de minimiser la courbure et donc les contraintes dans la structure
lors de la mise en forme. Cet outil re´sulte d’un couplage de la me´thode du compas et des algo-
rithmes me´taheuristiques types algorithmes ge´ne´tiques. Apre`s un petit rappel sur le principe de
fonctionnement des algorithmes ge´ne´tiques, des exemples d’application de la me´thode propose´e ont
e´te´ re´alise´s. Si les calculs par essai-erreur peuvent donner des re´sultats s’approchant des optimaux
cherche´s pour les cas de surfaces simples pre´sentant des syme´tries comme pour le cas d’une demi-
sphe`re, ceci n’est pas le cas quand les surfaces deviennent plus complexes. Cet outil montre alors
son efficacite´, pour les surfaces telles qu’une surface sinuso¨ıdale et un parabolo¨ıde hyperbolique.
L’optimisation est faite dans ce travail sur la courbure maximale dans les barres du gridshell. Ce-
pendant, d’autres crite`res d’optimisation peuvent eˆtre envisage´s selon les contraintes structurales
et architecturales, comme la moyenne de toutes les courbures dans le maillage ou bien la moyenne
des 10% des courbures maximales par exemples ou encore des raisons de syme´trie.
L’outil d’optimisation introduit, permet de mailler des surfaces de´finies par leurs e´quations
carte´siennes. Il semble inte´ressant de pouvoir introduire une me´thode ou d’identifier des outils
permettant de re´cupe´rer l’e´quation d’une surface a` partir d’un maillage de points. Le but serait de
pouvoir appliquer la me´thode propose´e sur n’importe quelle surface fournie par un architecte.
Ainsi, dans ce travail, une me´thodologie d’aide a` la conception de structures dites gridshells
a e´te´ propose´e. Elle permet de trouver le maillage du gridshell sur une forme propose´e par un
architecte ainsi que d’optimiser les orientations des barres selon des crite`res structuraux. Il serait
inte´ressant de pouvoir la populariser aupre`s des architectes avec un outil plus simple, couplant la
me´thode du compas, AlgoRD et les algorithmes ge´ne´tiques pour la conception et la construction de
gridshells. Enfin, un de´veloppement mathe´matique est certainement ne´cessaire pour pouvoir juger
rapidement de la maillabilite´ d’une surface par un re´seau de Tchebychev.
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Annexe A
Quelques constructions de gridshells a`
travers le monde
A.1 Le polydoˆme de l’Ecole Polytechnique Fe´de´rale de Lausanne
(1991)
Le polydoˆme a` l’Ecole Polytechnique Fe´de´rale de Lausanne construit en 1991, par le laboratoire
IBOIS, constitue un pavillon d’exposition (figure A.2). Ce gridshell repre´sente une partie d’une
sphe`re de surface 25 x 25m sur le sol et de hauteur 7m (figure A.1). Les planchers en bois suivent
des lignes ge´ode´siques (Kensek 2000 [59])
Figure A.1. Poˆlydome de l’EPFL (BCN Natterer, IBOIS)
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Figure A.2. Vue inte´rieure du poˆlydome de l’EPFL
A.2 Le gridshell ”earth centre” (1998)
En 1998, Buro Happold a conc¸u et construit son premier gridshell “earth centre” constitue´
d’une seule couche de bois a` Doncaster (figure A.3). Ce gridshell a e´te´ souleve´ par une grue puis
manipule´ avec des e´tais afin de pouvoir atteindre la position finale a` partir de la grille a` plat. Une
lec¸on importante a e´te´ apprise de cette structure et concerne le choix des articulations entre les
barres pour permettre la rotation lors de la formation.
Figure A.3. Gridshell “earth centre”
A.3 Le pavillon du Japon (2000)
Le Pavillon du Japon a e´te´ commande´ et construit pour l’Expo 2000 a` Hanovre, une exposi-
tion internationale pour les innovations technologiques et environnementales les plus re´centes. Le
the`me de l’exposition e´tait l’environnement et le concept du Pavillon du Japon e´tait de cre´er une
structure dont les mate´riaux pourraient eˆtre recycle´s ou re´utilise´s une fois la structure de´monte´e.
La particularite´ de ce gridshell repose sur le choix du mate´riau de construction : le papier et non
le bois.
L’e´quipe de conception e´tait compose´e par l’architecte japonais Shigeru Ban, le professeur alle-
mand Frei Otto comme consultant du projet, le bureau d’e´tude britannique Buro Happold comme
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responsable de la conception structurelle, et Stephan Polonyi, professeur d’inge´nierie structurelle.
Le pavillon d’une surface de 3600m2 est compose´ d’une entre´e, un espace d’exposition de 72m de
long, 15,5m de haut, et 35m de porte´e la plus large, et des bureaux administratifs.
Figure A.4. Gridshell du pavillon du Japon
Un autre objectif e´tait de construire le pavillon en utilisant des me´thodes qui ne sont pas trop
de´licates du point de vue technique. Pour cela les inge´nieurs se sont mis d’accord sur des joints
simples de tissu ou de ruban me´tallique [2]. La structure principale du gridshell a e´te´ construite
a` partir de tubes en carton recouverts de papier, assemble´s entre eux par des rubans d’acier et
de tissus (figure A.4). Pour respecter les lois allemandes qui interdisaient l’utilisation de papier
pour la structure d’un baˆtiment, une structure secondaire en bois a duˆ eˆtre ajoute´e. La structure
en papier, e´tait donc lie´e a` une se´rie d’arches de bois renforce´es par des caˆbles. La grille a e´te´
assemble´e a` plat, et le processus de montage n’a pris que trois semaines. Une fois la structure en
place, elle a e´te´ recouverte de papier impre´gne´ choisi au lieu du PVC qui est difficile a` recycler.
A.4 Le gridshell de Pishwanton (2002)
Le gridshell de Pishwanton (figure A.5), connu aussi sous le nom de Lothian gridshell, a e´te´ le
re´sultat de l’effort et l’enthousiasme d’un petit groupe de volontaire. Ce gridshell artisanal, conc¸u
par l’architecte Christopher Day et l’inge´nieur David Tasker, constitue la couverture du centre
d’artisanat a` Pishwanton, a` l’est de Lothian, une re´gion d’E´cosse. Des lattes en bois de me´le`ze
e´taient assemble´es en deux couches de 35mm x 25mm x 600cm. La grille a e´te´ construite en une
journe´e par une vingtaine de volontaires [4] (figure A.6).
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Figure A.5. Centre d’artisanat de Pishwan-
ton
Figure A.6. Gridshell de Pishwanton
A.5 Tour du zoo d’Helsinki (2003)
Fonde´ en 1889, le zoo d’Helsinki est situe´ sur l’ˆıle Korkeasaari en Finlande. La nouvelle tour
construite en 2003 (figure A.7) e´tait le re´sultat d’un concours entre les e´tudiants en architecture de
l’Universite´ technologique d’Helsinki pour la conception d’une tour de bois de dix me`tres de haut.
Ce concours a e´te´ organise´ par le Zoo Korkeasaari en collaboration avec Wood Focus de Finlande.
Le projet gagnant, conc¸u par Ville Hara, un architecte finlandais, posse`de deux plates-formes
e´leve´es relie´es par un escalier et ferme´es par une structure en forme d’un gridshell en bulbe construit
de fines lattes de bois lamelle´. La structure se compose de 72 lattes ayant une section de 60mm x
60mm et de plus de 600 assemblages boulonne´s utilise´s pour maintenir la structure. La tour a e´te´
construite par huit e´le`ves en architecture.
Figure A.7. Gridshell de la tour du zoo de Helsinki
A.6 Gridshell du sie`ge de l’union du Norwich (2006)
La re´novation du sie`ge de l’union Norwich, acheve´e en 2006, comprend un gridshell en double
courbure forme´ d’acier et verre couvrant une cour entre quatre baˆtiments existants. Ce gridshell
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s’e´tend sur une surface de 40m de longueur et 30m de largeur. Les quatre baˆtiments existants
sont des baˆtiments historiques qui ne pouvaient pas servir de support pour ce toit supple´mentaire.
Pour cela, des supports supple´mentaires e´taient ne´cessaires. Ces supports sont assure´s par quatre
colonnes ressemblant a` des arbres et une poutre en treillis tout au long du pe´rime`tre. Deux des
colonnes pe´ne`trent dans les anciens baˆtiments pour reposer enfin sur des nouvelles fondations, alors
que les deux autres sont fonde´s sur nouveau terrain. Comme le support n’est pas assure´ par le sol,
des soins supple´mentaires ont duˆ eˆtre accorde´s. Les colonnes, en forme d’arbres, sont compose´s de
deux parties principales ; le ”tronc” vertical est constitue´ d’un treillis me´tallique vertical sur lequel
sont fixe´es les trois branches de l’arbre en acier (Maunsell 2007 [63]). La structure, pre´fabrique´e en
Autriche, a e´te´ conc¸u pour minimiser la quantite´ de soudure sur le site. Les membres circulaires
ont e´te´ adopte´s afin de simplifier la fabrication et faciliter la construction sur place. Les sections
de la toiture sont fabrique´es de manie`re a` eˆtre boulonne´es ensemble.
Figure A.8. Gridshell du sie`ge de l’union du Norwich
A.7 Le gridshell du Yas hoˆtel a` Abu Dhabi (2009)
Asymptote Architecture, base´ a` New York, ont gagne´ le concours pour la conception des
baˆtiments du Yas hoˆtel, ciblant une date pour l’ouverture le 30 Octobre 2009 date du grand prix
de la Formule 1 a` Abu Dhabi. L’e´quipe d’inge´nieurs structures fuˆt forme´e par Dewan architects &
engineers, Abu Dhabi et ARUP, New York. D’autre part, la conception du gridshell fut le travail
de Schlaich Bergermann, Stuttgart et Waagner-Biro, Vienna.
L’hoˆtel est forme´ de deux baˆtiments. Le gridshell est compose´e d’une voile atmosphe´rique
contenant deux tours de l’hoˆtel et un pont de liaison construit en acier sculpte´ au dessus de la
piste de Formule 1 qui fait son chemin a` travers le complexe du baˆtiment (figures A.9 et A.10). Ce
gridshell est forme´ d’acier et de panneaux losange en verre. Le gridshell “relie le complexe tout en
produisant de effets optiques et des re´flexions spectrales jouant sur le ciel environnant, la mer et
le de´sert [5]”.
142 Quelques constructions de gridshells a` travers le monde
Figure A.9. Yas hoˆtel a` Abu Dhabi
Figure A.10. De´tail du gridshell du Yas hotel a` Abu Dhabi
Annexe B
Comportement de gridshells sous
chargement
Dans cet annexe, on montre le comportement sous chargement de deux gridshells maille´s suivant
la me´thode introduite dans le chapitre 4, un gridshell he´misphe´rique et un gridshell ellipso¨ıdal.
B.1 Comportement d’un gridshell he´misphe´rique
On conside`re le gridshell he´misphe´rique du paragraphe 4.3.1. Le maillage d’une telle surface par
un gridshell est illustre´ par les figures B.1 et B.2. Une fois le gridshell fixe´ et sa forme “naturelle”
obtenue, son comportement sous chargement est e´tudie´. On conside`re que le gridshell est forme´ de
tubes pultrude´s en mate´riaux composites renforce´s par des fibres de verre GFRP avec une section
circulaire de 42mm de diame`tre exte´rieur et de 35mm de diame`tre inte´rieur, les meˆmes tubes que
ceux utilise´s pour le prototype de gridshell construit a` l’E´cole des ponts ParisTech (paragraphe





Figure B.1. Vue de dessus du gridshell
he´misphe´rique
Figure B.2. Vue de face du gridshell
he´misphe´rique
On se base sur l’e´tude faite par Cyril Douthe sur le comportement du prototype du gridshell en
mate´riaux composites (Douthe 2007 [34]). Le gridshell est soumis a` son poids propre, le poids de
la couverture, la neige et le vent. Le poids propre de la structure est conside´re´ e´gale a` 0,84 kg/ml
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de tube et 1 kg par assemblage. Ainsi maille´, le gridshell est forme´ de 478m de tubes et de 256
connecteurs. Le calcul est fait pour les trois directions de barres.
On suppose que le gridshell est couvert d’une membrane polyester enduit PVC, comme celle
qui couvre le prototype . Ainsi le poids de la couverture est de l’ordre de 1 kg/m2 couvrant la
calotte sphe´rique conside´re´e ayant une superficie de 176 m2.
Les valeurs de pressions de neige et de vent sont prises celles de Seine-et-Marne : 45 kg/m2
pour la neige et 60 kg/m2 pour le vent.
A` partir de ces chargements, et en se re´fe´rant aux Eurocodes, trois combinaisons ont e´te´ de´finies
par Douthe pour les e´tats limites de service (ELS) :
– qELS1 = pp+ p
couv + pNsym ;
– qELS2 = pp+ p
couv + pNasym ;
– qELS3 = pp+ p
couv + pVy ;
et trois combinaisons ont e´te´ de´finies pour les e´tats limites ultimes (ELU) :
– qELU1 = 1, 35pp+ 1, 35p
couv + 1, 5pNsym ;
– qELU2 = 1, 35pp+ 1, 35p
couv + 1, 5pNasym ;
– qELU3 = 0, 9pp+ 0, 9p
couv + 1, 5pVy .
ou` :
– pp est le poids propre ;
– pcouv est le poids de la couverture ;
– pNsym est la charge syme´trique due a` la neige ;
– pNasym est la charge asyme´trique due a` la neige ;
– pVy est la pression du vent selon y.
Dans cet exemple, on suppose que la charge maximale de la neige est applique´e d’une manie`re
syme´trique sur la structure et que le vent est suppose´ moins contraignant que la neige. Ainsi, on
e´tudie la premie`re combinaison de chargement.
Les ve´rifications aux e´tats limites services ont e´te´ faites sur les de´placements. Les de´placements
verticaux ne doivent pas de´passer le 1/200e de la porte´e de la structure, alors que ceux horizontaux
ne doivent pas de´passer le 1/125e de sa hauteur maximal. Pour l’he´misphe`re conside´re´e, la porte´e
moyenne est de 12,65m et sa hauteur maximale est de 4m. Ainsi, les de´placements verticaux
autorise´s sont infe´rieurs a` 6,325cm et les de´placements horizontaux autorise´s sont infe´rieurs a`
3,2cm.
Les figures B.3 et B.4 repre´sentent respectivement les de´placements selon y et selon z. Les
de´placements sont exprime´s en me`tres. On remarque que les deux de´placements, selon y et selon z
sont admissibles sur toute la structure.


















Figure B.3. De´placement selon y sous charge-


















Figure B.4. De´placement selon z sous charge-
ment de neige syme´trique
Les ve´rifications aux e´tats limites ultimes sont faites sur les contraintes maximales. La figure B.5
repre´sente les de´formations maximales. En conside´rant que les mate´riaux utilise´s pour la fabrication
des tubes ont un module de Young de 27 GPa, les contraintes maximales de la structure varient
entre -16,632 MPa et 3,44 MPa. D’apre`s Douthe 2007 [34], la contrainte a` la rupture recommande´e
est de 275 MPa a` court terme et de 140 MPa a` long terme. Donc les contraintes maximales




















Figure B.5. De´formations maximales sous chargement de neige syme´trique
B.2 Comportement d’un gridshell ellipso¨ıdal
On conside`re le gridshell ellipso¨ıdal du paragraphe 4.3.2.1. Le maillage d’un ellipso¨ıde par un
gridshell est illustre´ par les figures B.6 et B.7. On e´tudie dans ce paragraphe son comportement
sous chargement apre`s avoir fixe´ les conditions aux limites. L’e´tude est faite comme pre´ce´demment
pour les charges de poids propre, de poids de la couverture et de la pression de neige syme´trique
applique´e sur l’ellipso¨ıde de surface de 523,6 m2.











Figure B.7. Vue de face du gridshell el-
lipso¨ıdal
Les figures B.8 et B.9 repre´sentent respectivement le de´placement de la structure sous charge-
ment suivant les axes y et z a` l’ELS. Comme pre´ce´demment, les de´placements verticaux ne doivent
pas de´passer le 1/200e de la porte´e de la structure, et les de´placements horizontaux ne doivent
pas de´passer le 1/125e de sa hauteur maximale. Pour l’ellipso¨ıde conside´re´, la porte´e moyenne
est de 20m et la hauteur maximale est de 5m. Ainsi, les de´placements verticaux admissibles sont
ceux infe´rieurs a` 10cm et les de´placements horizontaux admissibles sont ceux infe´rieurs a` 4cm. On
remarque que les de´placements selon z sont admissibles sur toute la structure. Alors que ceux selon
y ne le sont pas partout sur la surface. Ceci pourrait eˆtre duˆ a` l’orientation des barres par rapport


















Figure B.8. De´placement selon y sous charge-

















Figure B.9. De´placement selon z sous charge-
ment de neige syme´trique
Les ve´rifications aux e´tats limites ultimes sont faites sur les contraintes maximales. La figure
B.10 repre´sente les de´formations maximales. En conside´rant un module de Young de 27 GPa, les
contraintes maximales de la structures varient entre -155 MPa et 112 MPa. Comme de´ja` mentionne´,
la contrainte a` la rupture recommande´e est de 275 MPa a` court terme et de 140 MPa a` long terme.
Ainsi, les contraintes maximales sont admissibles sur toute la structure.


















Figure B.10. De´formations maximales sous chargement de neige syme´trique
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Optimisation structurelle des gridshells
Le terme gridshell de´signe une coque discre`te qui est obtenue par de´formation e´lastique d’une grille
bidirectionnelle continue plane sans rigidite´ en cisaillement puis rigidifie´e par une troisie`me direc-
tion de barres. Ainsi de´fini, un gridshell a un potentiel structurel inte´ressant et peut re´pondre a` des
exigences architecturales complexes. La recherche de forme de ces structures a e´te´ mene´e a` travers
l’histoire principalement par deux me´thodes, une me´thode ge´ome´trique, la me´thode du filet inverse´
et une me´thode nume´rique, la relaxation dynamique. Ces deux me´thodes permettent d’obtenir une
forme approche´e de celle propose´e par l’architecte, de´rivant d’une grille a` plat et de conditions aux
limites partiellement ou comple`tement impose´es. Dans le cadre de cette the`se, nous nous sommes
inte´resse´s a` ge´ne´rer un gridshell sur une surface a` forme et contours impose´s. Un outil nume´rique
se basant sur la me´thode du compas a e´te´ de´veloppe´. Il permet de mailler un re´seau de Tcheby-
chev sur une surface connaissant son e´quation carte´sienne. Un autre outil permettant le maillage
se basant sur un calcul en e´le´ments finis explicite a e´te´ mis en œuvre. La particularite´ de cette
technique est de pouvoir tenir en compte des proprie´te´s me´caniques de la structure et de simuler le
comportement du gridshell. Des applications des deux me´thodes sur des formes architecturalement
inte´ressantes ont permis de voir les limitations de la possibilite´ de mailler une forme avec un re´seau
de Tchebychev. La me´thode du compas a ensuite e´te´ couple´e a` des algorithmes me´taheuristiques
types ge´ne´tiques. L’algorithme re´sultant permet d’optimiser un gridshell en minimisant la courbure
dans les barres et donc les contraintes dans la structure introduites lors de la mise en forme. Il a
e´te´ mis en œuvre et teste´ pour plusieurs surfaces.
Mots clefs : Gridshell, Recherche de forme, Me´thode du compas, E´le´ments finis, Algorithmes
ge´ne´tiques.
Structural optimization of gridshells
Gridshells are often defined as structures that have the shape and rigidity of a double curvature
shell but they consist of a grid and not a continuous surface. They are obtained by elastic defor-
mation of a two-way grid initially flat. The deformed grid is then rigidified using a third direction
of bars. Thus, a gridshell has an interesting structural potential and can respond to complex ar-
chitectural requirements. Two methods have been used throughout history for the formfinding of
gridshells, one experimental, the inversion method and one numerical using usually the dynamic
relaxation method. Both techniques lead to a deformed grid which is a result of calculations. The
form obtained is closed to the one proposed by the architect. A numerical tool based on the compass
method is developed in this thesis. It allows mapping a Tchebychev net on an imposed form and
imposed boundary conditions. Another tool based on an explicit dynamic finite element calculation
is proposed. The particularity of this technique is to be able to take into account the mechanical
properties of the structure and to simulate the gridshell behavior. Applications of both methods
on differents forms show the limitations of mapping a Tchebychev net on an imposed form. The
compass method has been coupled with genetic algorithms. The algorithm optimizes the gridshell
by minimizing the curvature in bars in order not to break the bars during the construction. It has
been implemented and tested on several surfaces.
Keywords : Gridshell, Formfinding, Compass method, finite elements, Genetic algorithms.
